MATEMATIKA, 2009, Volume 25, Number 1, 9-14
©Department of Mathematics, UTM

Penyelesaian Persamaan Pembezaan Biasa Kaku
Menggunakan Kaedah Blok Formulasi Beza Ke Belakang

(Solving Stiff Ordinary Differential Equations
Using Block Backward Differentiation Formulas)

1Zarina Bibi Ibrahim, ?Mohamed Suleiman & >Khairil Iskandar Othman

1.2 Jabatan Matematik, Fakulti Sains, Universiti Putra Malaysia
43400 UPM Serdang, Selangor, Malaysia

3Jabatan Matematik, Fakulti Teknologi Maklumat dan Sains Kuantitatif
Universiti Teknologi MARA, 40450 UPM Shah Alam, Selangor, Malaysia

e-mail: 'zarina@math.upm.edu.my, 3khairail@tmsk.uitm.edu.my

Abstrak Kertas kerja ini membincangkan kaedah Blok Formulasi Beza Ke Belakang
(BFBB) bagi menyelesaikan persamaan pembezaan biasa (PPB) jenis kaku. Umum-
nya, persamaan jenis kaku diselesaikan dengan kaedah tersirat yang melibatkan lelaran
Newton yang mengambil masa pengiraan yang panjang. Dengan yang demikian, suatu
kaedah blok dua titik menggunakan saiz langkah berubah dibangunkan berdasarkan
Formulasi Beza Ke Belakang (FBB). Sebelum ini pengiraan beza pembahagi yang
berulangkali dan rumit dilakukan pada setiap langkah dalam pengiraan pekali pem-
bezaan, tetapi dalam kod yang dibangunkan, pengiraan pekali pembezaan hanya di-
lakukan pada langkah awal sahaja. Dipaparkan perbandingan keputusan berangka
antara BFBB dan FBB yang menunjukkan keberkesanan dalam mengurangkan masa
pengiraan dan kejituan penyelesaian yang lebih baik apabila kaedah BFBB di gunakan
dalam menyelesaikan masalah nilai awal PPB kaku.

Katakunci Blok; kaku; formulasi beza ke belakang.

Abstract This paper discussed the Block Backward Differentiation Formula (BBDF)
method for solving stiff Ordinary Differential Equations (ODEs). Generally, method
for solving stiff ODE:s is implicit and requires Newton iteration which is very costly
in terms of execution time. Therefore, two point block method using variable step
size based on Backward Differentiation Formula (BDF) is developed. The BBDF code
will store all the differentiation coefficients in order to prevent tedious and repetitive
computation of the differentiation coefficients at every step. The efficiency of the
BBDF method is compared with the conventional BDF method. Numerical results
indicate that the BBDF method outperform the BDF method in both execution time
and accuracy.

Keywords Block; stiff; backward differentiation formulas.

1 Pengenalan

Banyak aplikasi dalam bidang kejuruteraan dan sains melibatkan sistem persamaaan pem-
bezaan biasa yang dinamakan sistem persamaan pembezaan biasa jenis kaku. Terdapat
pelbagai definasi kaku yang diberikan bagi persamaan pembezaan linear peringkat satu
yang berikut:

§=Aj+é(z),

]
~T ~T
dengan §° = (y1,¥2,..-,¥s) dan 7" = (11,72, ..., M)

(a) =1, (1)
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Takrifan kekakuan yang biasa digunakan diberi oleh Lambert (1993) [3] adalah seperti
berikut:
Sistem persamaan pembezaan linear (1) ditakrifkan sebagai kaku jika

(i) Ny(\) <0,i=1,...,sdan
(i) {Iéalés [Ny (\)] >> 12113 [Ny (\;)| dengan A; adalah nilai eigen bagi bagi A, dan
maksNyo) .

i TNZOT)T Yang dirujuk sebagai nisbah kaku atau indeks kaku
1<i<s

Beberapa kajian awal dalam kaedah blok telah diperkenal oleh Shampine dan Watts (1969)
[6]. Mereka mengemukakan kaedah blok tersirat satu langkah. Chu dan Hamilton (1987)
[1] pula membangunkan kaedah yang dirujuk sebagai kaedah multiblok, manakala Voss dan
Abbas (1997) [7] mengemukakan kaedah blok peramal pembetul. Beberapa kaedah blok
yang terkini dibincangkan oleh beberapa penyelidik lagi seperti Houwen dan Sommeijer
(1989) [2] dengan kaedah blok Runge-Kutta, Omar (1999) [5] dan Majid (2004) [4] dengan
kaedah blok berdasarkan formula Adams. Bagaimanapun, kebanyakan kaedah blok yang
dibangunkan adalah untuk menyelesaikan persamaan pembezaan biasa yang tak kaku.
Oleh kerana amat kurang kajian dijalankan dalam kaedah blok bagi menyelesaikan PBB
kaku, dicadangkan satu kaedah blok dua titik yang berdasarkan kepada FBB yang dirujuk
sebagai kaedah Blok Formulasi Beza Ke Belakang (BFBB). Dalam BFBB, dua penyele-
saian iaitu yn41 dan y,4o didapati secara serentak supaya masa pelaksanaan dapat diku-
rangkan. Selain itu, kod yang dibangunkan juga akan mengabaikan pengiraan yang rumit
dan berulangkali beza pembahagi pada setiap langkah dalam pengiraan pekali pembezaan.
Sebaliknya, pengiraan beza pembahagi hanya dilakukan di langkah awal sahaja.

2 Rumus Blok Formulasi Beza Ke Belakang (BFBB)

Pertimbangkan suatu masalah nilai awal persamaan pembezaan biasa

Y =f(z,y) (2)

yang tertakluk kepada syarat awal y (a) = yo dan syarat sempadan a <z <b

Merujuk kepada kaedah BFBB yang dibangunkan oleh Zarina (2007) [8], penyelesaian
pada x,41 dan x, o di dapati serentak dengan menggunakan titik-titik x,,_o, z,—1 dan x,
sebagai titik-titik di belakang yang digambarkan seperti berikut:

ri ] B B
-—  ra——  ea " s
i i i i i
Xp—2 ¥n-1 n A A2

Rajah 1: Kaedah Blok 2 Titik (r = nisbah saiz langkah)

Saiz langkah dalam blok yang dikira (computed) ialah 2h, manakala saiz langkah blok
yang terdahulu ialah 2rh di mana r ialah nisbah saiz langkah (rujuk Rajah 1). Dalam hal
ini, nilai yang dipertimbangkan adalah » = 1, r = 2 dan » = 5/8 yang merujuk kepada
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saiz langkah tetap, separuh saiz langkah dan peningkatan saiz langkah dengan faktor 1.6.
Pemilihan nisbah saiz langkah yang sedemikian adalah untuk memastikan syarat kestabilan
sifar dipenuhi.

Berikut diberikan rumus Blok Formulasi Beza Ke Belakang bagi r yang berbeza.

1 3 9 3 _6
—10Yn—2F $Yn—1 = 5Yn + Ynt1 + TgUnt2 = shfnp1
3 16 36 48 _ 12
55Yn—2 = 35Yn—1F 55Un — 35Ynt1 + Ynt2 = 32hfn2

3 25 225 75 _ 15
—TogUn—2 t T2gYn—1 — 153YUn + Yn+1 + TagYn+2 = Thinn1

2 3 18 192 _ 12
TIEYn—2 — 35Yn—1 + 53Yn — T7Yn+1 + Yn+2 = 55hf 042

208 6912 13689 351 _ 117
(iid) 5 775Yn—2 + 5135Yn—1 ~ G200 Yn T Ynt1 T Tr36YUn+2 = 1a1hSnpa (5)
111) 7 = 52
g
12544 53248 74529 2548 _ 546
50875 Yn—2 — 29875Yn—1 T 29575Un — TigsYn+1 + Ynt2 = Tro5hfnr2

Rumus BFBB di atas adalah mirip kepada rumus FBB tetapi BFBB mempunyai saiz
langkah berubah. Rumus BFBB yang dibangunkan juga membolehkan pekali nilai y disim-
pan untuk mengelakkan pengiraan pekali pembezaan pada setiap langkah pengiraan.

3 Implementasi Lelaran Newton bagi Kaedah BFBB

Persamaan BFBB (3), (4) dan (5) secara umumnya boleh ditulis seperti berikut:

Ynt+1 = O Ynt2 + rhfnir + 1 (6)
Ynt+2 = 02Yni1 + ool frio + P2

dengan 1; dan v, adalah nilai-nilai dibelakang
Persamaan (6) dalam bentuk matriks vektor adalah setara dengan

(I - A) Yn+1,n+2 - hBFn+1,n+2 + §n+1,n+2

o 1 0 - Yn+1 o 0 91 o (e5] 0
denga’n 1= |: O 1 :|; Yn+1,n+2 - |: Ynt2 :|a A - |: 92 O 5 B= O as )
Fn+1,n+2 = |: ;Zj:; dan §n+1,n+2 = z;
Andaikan
Fn+1,n+2 = (I - A) Yn+1,n+2 - hBFn+1,n+2 - §n+1,n+2 =0 (7)

Proses lelaran Newton bagi mendapatkan penghampiran y,+idan y,y2 adalah seperti berikut:
(i+1) (@)
Ynil,n+2 - Ynil,n+2 =

. —1 . .
- |:(I - A) - th_)I; (Yfgﬁl,n+2):| (I - A) Yn(Jr)l,nJr2 — hBF (Y7§<‘21Jl+2) - §n+1,n+2

di mana Jyq1,ny2 = (2—5) (Yé?lynﬁ) adalah matriks Jakobian bagi F' terhadap Y
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Pemilihan Saiz Langkah

Pengubahsuaian saiz langkah sama ada r=1, r = 2 atau r = 5/8 bergantung kepada ralat
pangkasan setempat berbanding dengan kejituan yang ditetapkan oleh pengguna. Algoritma
kawalan ralat adalah seperti berikut:

(i) jika ralat kurang dari had toleransi, panjang langkah h dinaikkan dengan faktor 1.6
untuk mendapat kelajuan maksima

(ii) dalam kes berlakunya langkah gagal, panjang langkah h dikurangkan separuh dan
langkah itu diulangi.

Dalam kod BFBB, nilai-nilai 41, Zn42 dan yn41, Yyn42 diterima serta dianggap sebagai
langkah berjaya jika ralat pangkasan setempat, LTE berbanding dengan nilai toleransi,
TOL, kurang daripada had toleransi:

LTE < TOL
LTE didapati dengan
1
LTE = |y — il

di mana yfﬁ:;l) adalah kaedah peringkat (p+1) dan yfﬁQ adalah kaedah peringkat p.

Selepas langkah berjaya, saiz langkah ditingkatkan dengan

TOL

1/p
ﬁ) dan Jlka hnew > 1.6 x hold

hnew =cX hold X (

maka hnew =1.6 x hold
Langkah itu dianggap berjaya dan panjang langkah berikutnya

hacc =2x hold atau hacc = hold-

di mana c adalah faktor keselamatan, p adalah peringkat kaedah yang dibangunkan dan heiq
adalah saiz langkah dari blok terdahulu. Tujuan mempunyai faktor keselamatan ¢ adalah
untuk mengelakkan terlalu banyak langkah gagal. Dalam kod yang dibangunkan, faktor
keselamatan adalah 0.9.

Jika ralat pangkasan setempat, LTE lebih daripada had toleransi yang ditetapkan, nilai
Yn+1, Yn+2 ditolak dan ini di anggap sebagai langkah gagal. Oleh itu, langkah pengiraan di
ulangi dengan separuh saiz langkah daripada saiz langkah semasa, iaitu nisbah langkah r
=2.

4 Masalah Masalah Penguji

Beberapa masalah PBB kaku diuji untuk menunjukkan keberkesanan kaedah BFBB. Tiga
masalah berikut digunakan sebagai penguji.

Masalah 1
y' = —1000 (y — 1) dengan nilai awal y (0) = 2 dalam selang 0 < z < 10.
Nilai eigen: —1000.
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Penyelesaian tepat: y (z) = ¢~ 10007 4 1.

Masalah 2
¥y = 998y; + 1998y,
ys = —999y1 — 1999y,
Nilai eigen : —1 dan —1000.
Y1 (.I) — e % — 36710001'
o (.I) = Qe 4 36710001'

dengan nilai awal y1(0) =1 dalam selang 0 < z < 20.
y2(0) =1

Penyelesaian tepat:

Masalah 3 )
Y = —1002y, + 100093 _ y (0)=1
engan nilai awal dalam selang 0 < z < 20
Yo =y1 —y2 (1 +12) & y2(0) =1 EU=T=

v () e

= e
Penyelesaian tepat: _
Yy p s (IE) — e

5 Keputusan Berangka

Dalam bahagian ini dipaparkan beberapa keputusan berangka yang menggunakan kaedah
BFBB. Dalam membandingkan keberkesanan kaedah BFBB, beberapa parameter dijadikan
sebagai pengukur. Parameter yang diukur dalam Jadual 1 adalah seperti berikut:

STPS : jumlah keseluruhan lelaran

TOL :  toleransi kawalan ralat

IFST :jumlah langkah gagal

IST :jumlah langkah berjaya

RALAT : ralat maksima

FBB :  kaedah Formulasi Beza Ke Belakang (peringkat satu hingga 6)
BFBB . kaedah Blok Formulasi Beza Ke Belakang

MASA  : masa pelaksanaan (us)

6 Kesimpulan

Berdasarkan keputusan berangka yang dipaparkan dalam Jadual 1, didapati kaedah BFBB
adalah lebih baik keputusannya berbanding dengan keputusan berangka yang didapati dari-
pada kaedah FBB berasaskan bilangan lelaran yang diambil, kejituan dan masa pelak-
sanaan. Secara keseluruhannya, boleh disimpulkan bahawa kaedah berangka yang lebih
efisien adalah berdasarkan kaedah BFBB.
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Jadual 1: Keputusan Berangka
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