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Abstrak Kami peroleh bukti baru bagi kestabilan usikan penyelesaian gelombang
kembara untuk model pertumbuhan lojistik beradveksi tak linear yang simpel. Kami
juga menunjukkan bahawa penyelesaian dengan halaju negatif yang hampir dengan
titik genting sifar adalah stabil, manakala penyelesaian yang hampir dengan satu lagi
titik gentingnya hanya stabil jika halaju koordinat gelombang itu lebih besar daripada
hasil darab had lengkung lojistik dan parameter sebutan adveksinya.

Katakunci Pertumbuhan lojistik beradveksi tak linear, penyelesaian gelombang
kembara, kestabilan usikan, kestabilan Poincare.

Abstract We obtain a new proof for the perturbative stability of a travelling wave
solution of the logistic growth model with a simple non-linear advection. We also show
that a solution with a negative velocity near its zero critical point is stable, whereas
a solution near the other critical point is stable if only the coordinate velocity of the
wave is greater than the product of the limit of the logistic curve and the parameter
of the advection term.

Keywords Logistic non-linear advection growth, travelling wave solution, perturbtion
stability, Poincare stability

1 Pengenalan

Tabii atau kelakuan penyelesaian pertumbuhan lojistik beradveksi tak linear yang berben-
tuk

∂u

∂t
= ku

∂u

∂x
+ ru(b− u), r > 0, b > 0 (1.1)

masih belum dikaji dengan sepenuhnya walaupun kasus k = −1, r = 1 mula dikaji sejak 36
tahun yang lepas lagi oleh Murray [12] sebagai kasus pengehad bagi kesan olakan tak linear
ke atas model resapan-tindakanbalas tak linear yang disorot di dalam buku teks Murray
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[13] yang laris jualannya itu. Untuk memudahkan bicara, kami namai k sebagai parameter
adveksi sesuai dengan wujudnya pada sebutan adveksi itu, manakala r dan b adalah pa-
rameter tindakan balas atau reaksi, t ialah koordinat masa dan x ialah koordinat ruang.
Minat kepada model ini mudah difahami kerana model lojistik tulen sahaja (i.i. apabila
u dalam (1.1) tidak bersandarkan koordinat ruang x itu) pun membuktikan kegunaannya
sejak model ini mula diutarakan pada akhir abad ke-19M lagi. Malah, dalam sedasawarsa
yang lepas banyaklah makalah yang membicarakan dalil-dalil baru tentang kecocokan atau
kegunaan model lojistik tulen dalam pelbagai fenomenon terutamanya dalam sains biope-
rubatan (seperti karya Yu dll. [18], Kobos dll. [6], dan Linacre & Thomson [9]) dan
dalam sosioekonomi (seperti karya Trishler dll. [17], dan Foster & Wild [4]). Yang lainnya
berminat pada (1.1) kerana semata-mata adanya cabaran yang muncul dalam penyelesaian
berangkanya seperti yang dibicarakan oleh Kojouharov & Wilfert [7], Mickens [10], Rucker
[14], Anguilov dll. [1], dan Toro & Titarev [15].

Berhubung dengan penyelesaian analisis masalah ini, kami dapati yang terawalnya di-
bicarakan oleh Mickens [10] apabila beliau memperoleh penyelesaian tepat bagi persamaan
lojistik dengan adveksi, tetapi sebutan/suku adveksi itu linear sahaja; dan begitu juga
dengan Murray [13]. Yang lainnya, selepas mereka ini, mengkaji penyelesaian analisis bagi
persamaan pertumbuhan dengan sebutan adveksi yang am (terbitan suatu fluks). Mereka
itu ialah Toro & Titarov [15] yang mengkaji penyelesaian bagi masalah Rieman teritlak
(digeneralisasi) yang muncul daripada model itu, Chaidron & Chinesta [3] yang mengkaji
penyelesaian keadaan mantap, Wang dll. [20] mengkaji model daripada perspektif kaedah
mekanik analisis atau mekanika analitis, dan van der Houwen [19] tentang pengamiran masa.

Namun, sejak 1988, ada hanya dua buah makalah yang sebenarnya membicarakan penye-
lesaian analisis yang hampir persis persamaan (1.1). Satu daripadanya, Bartsch [2] mem-
bicarakan model tersebut untuk sejenis ikan yang diminatinya, manakala yang satu lagi,
Lika & Hallam [8] membincangkan penyelesaian gelombang kembara bagi masalah (1.1)
dengan k = r = b = 1. Makalah Lika & Hallam itulah yang paling kami minati, khususnya
berkenaan dengan bukti mereka tentang kestabilan usikan penyelesaian gelombang kembara
untuk masalah itu. Kami dapati kaedahnya panjang berliku sehingga kadang-kadang ada
hujahnya yang kurang meyakinkan.

Selain daripada isu kestabilan usikan itu, kami juga mendapati isu kestabilan Poincare
bagi penyelesaian (1.1) itu belumlah dibicarakan oleh sesiapa lagi. Oleh itu kami mem-
bentang kajian kami tentang perkara ini di sini. Kami juga menunjukkan bahawa model
yang lebih am yang diperihal oleh (1.1) bukannya satu perluasan yang remeh bagi masalah
k = r = b = 1. Oleh yang demikian, tujuan kami di sini ialah untuk mempertimbangkan
satu model yang lebih am daripada yang biasa itu dengan tujuan untuk mendapat lebih
kelihan dalaman (atau penglihatan dalaman) lagi terhadap masalah itu dan untuk mem-
beri bukti yang lebih baik terhadap kestabilan penyelesaian gelombang kembara itu. Kami
juga memeriksa tabii atau kelakuan penyelesaian gelombang kembara bagi persamaan (1.1)
pada titik-titik pegun bagi persamaan (2.2) di bawah ini, sebagaimana yang perinciannya
dilaporkan di dalam tesis Khadizah [5].

2 Kewujudan Penyelesaian Gelombang Kembara

Memanglah terkenal sekali bahawa penyelesaian gelombang kembara diberikan oleh

u(x, t) = W (x + ct), (2.1)
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dengan c ialah pemalar nombor nyata tidak sifar dan oleh yang demikian W secara tabiinya
memenuhi persamaan

(c− kW )W ′ = rW (b−W ) (2.2)

yang prima itu melambangkan terbitan terhadap z = x+ct. Mudahlah sahaja untuk menun-
jukkan bahawa W wujud sekiranya kW − c 6= 0, waima menggunakan teorem yang terkenal
tentang kewujudan penyelesaian persamaan terbitan biasa, atau dengan mudahnya menye-
lesaikan (2.2) menerusi kaedah pemisahan pemboleh ubah atau perubah, dan pengamiran
menerusi teknik pecahan separa. Lebih daripada itu lagi, ada dua penyelesaian remeh, iaitu

W = 0, (2.3)

dan
W = b, (2.4)

Dalam kasus c− kW = 0, c 6= 0, jelaslah W yang demikian itu ialah penyelesaiannya, iaitu
W = b, asalkan c = bk. Ini menunjukkan penyelesaian tidak remeh itu wujud hanya bagi
kasus c 6= bk sahaja. Dalam kasus c = bk, persamaan (2.2) memberikan

k(b−W )W ′ = rW (b−W )

atau
kW ′ = rW

kerana dalam kasus ini W 6= b. Oleh itu

W (z) = A eksp (rz/k)

penyelesaian yang stabil apabila r/k < 0. Dengan ini diperoleh satu penyelesaian kembara
yang stabil yang diberikan oleh

u(x, t) = A eksp (r(x + ct)/k), c = bk, r/k < 0.

Oleh itu kajian yang lebih menarik lagi ialah kasus c 6= bk itu dan inilah yang dilakukan di
bawah ini.

3 Kestabilan Usikan bagi Penyelesaian Gelombang Kembara

Memanglah diketahui umum bahawa penyelesaian gelombang kembara bagi (1.1) diisti-
lahkan sebagai stabil secara usikan jika

u(x, t) = W (z) + v(z, t) (3.1)

dengan W ialah penyelesaian (2.2) yang diketahui dan v suatu fungsi yang kecil (terhadap
suatu norma yang tidak perlu dinyatakan di sini), dinamai sebutan usikan, yang v(z, s) = 0
bagi z dalam selang (−∞, a) untuk suatu a, dan v(z,∞) = 0, serta sebutan v yang tak
linear boleh diabaikan. Oleh itu secara tabiinya v pun memenuhi persamaan

∂v

∂t
+ [c− kW ]

∂v

∂z
+ [2rW − rb− kW ′] v = 0 (3.2)
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selepas diabaikan sebutan v yang tidak linear dan menggunakan persamaan (2.2). Oleh itu,
jika

v(z, t) = eksp(−λt)g(z) (3.3)

maka g memenuhi persamaan masalah nilai eigen atau vektor eigen ,

(c− kW (z))g′(z) + [2rW (z)− rb− kW ′(z)]g(z) = λg(z). (3.4)

Jika selanjutnya diandaikan g itu terbatas dalam [a,∞) bagi suatu nilai λ > 0, maka jelaslah
v menuju kepada sifar apabila t menuju kepada ketakterhinggaan, dan oleh yang demikian
penyelesaian (1.1) dalam bentuk gelombang kembara itu adalah stabil, yang boleh dirujuki
sebagai penyelesaian yang stabil secara usikan. Lika & Hallam [8] mengkaji syarat-syarat
kewujudan g yang dikehendaki ini dan dalam kajian itu mereka berhadapan dengan masalah
membuktikan

−
∫ z

a

(
2rW (y)− rb− λ

c− kW (y)

)
dy

terbatas bagi semua z dalam [a,∞) untuk suatu batas λ sehingga terbitnya sebuah Lema
pentingnya yang bolehlah dirujuk sebagai Lema Lika & Hallam. Kami dapati pembuktiaan
keterbatasan kamiran di atas boleh dipermudahkan lagi dan sekaligus tidak memerlukan
andaian yang menyekat yang diutarakan oleh Lika & Hallam itu. Oleh itu kami peroleh
lema berikut yang lebih baik daripada lema di dalam Lika & Hallam [8] itu.

Lema Lika-Hallman Teritlak

Setelah diketahui penyelesaian tidak remeh W bagi (2.2), yang memerlukan syarat c 6= bk,
maka penyelesaian g bagi (3.4):

(c− kW (z))g′(z) + [2rW (z)− rb− kW ′(z)]g(z) = λg(z), g(a) 6= 0, a ialah nyata,

adalah terbatas dalam [a,∞) untuk λ > 0. Tetapi dalam kasus dua penyelesaian remeh,
W = b, 0 bagi (2.2), maka g sedemikian itu sah berlaku untuk suatu λ > 0 dan c yang
masing-masingnya memenuhi

λ− 3rb

c− kb
= 0, jika c 6= kb; atau c = kb, λ = 3rb,

dan
λ− rb

c
= 0, c 6= 0; atau c = 0, λ = rb.

Bukti:

Bagi kasus penyelesaian tidak remeh W, setelah mengikut strategi Lika & Hallam [8],
dengan menggantikan g dengan f diperoleh f = (c− kW )g. Oleh sebab c− kW 6= 0, maka

f ′ + Ff = 0, dengan F =
2rW − rb− λ

c− kW
(L1)

Oleh itu

g(z) =
(

c− kW (a)
c− kW (z)

)
g(a) eksp


−

z∫

a

(
2rW (y)− rb− λ

c− kW (y)

)
dy


 · · · (L2)
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Tidak seperti Lika & Hallam [8], kami membuktikan keterhinggaan ungkapan

N(z) = −
z∫

a

(
2rW (y)− rb− λ

c− kW (y)

)
dy, z ∈ [−L,∞)(L3) (L3)

dengan cara yang jauh lebih mudah lagi. Kita ada

−
∫ z

−L

(
2rW (y)− rb− λ

c− kW (y)

)
dy

=
∫ z

−L

2 ((c− kW (y)) W ′(y)/ (b−W (y)))− rb− λ

(c− kW (y))
dy, W 6= b

=
∫ z

−L

[
2kW ′(y)

(b−W (y))
− rb + λ

(c− kW (y))

]
dy, W 6= b

=
∫ z

−L

[
2kW ′(y)

(b−W (y))

]
dy −

z∫

−L

[
(rb + λ)

(c− kW (y))

]
dy, W 6= b (L4)

Tetapi sebutan pertama daripada SKn (L4) ialah, kerana 0 ≤ W < b,

∫ z

−L

[
2kW ′(y)

(b−W (y))

]
dy = −2k ln

∣∣∣∣
(b−W (z))

(b−W (−L))

∣∣∣∣ < ∞· · · (L5)

Begitulah juga, sebutan kedua daripada SKn (L4) ialah
∫ z

−L

[
(rb + λ)

(c− kW (y))

]
dy = (rb + λ)

∫ z

−L

W ′(y)
rW (y) (b−W (y))

dy, W 6= 0, b

=
(rb + λ)

rb

[∫ z

−L

W ′(y)
W (y)

dy +
∫ z

−L

W ′(y)
(b−W (y))

dy

]

=
(rb + λ)

rb

[
ln

∣∣∣∣
W (z)

W (−L)

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣

(b−W (z))
(b−W (−L))

∣∣∣∣
]

< ∞, sebab 0 < W < b (L6)

Oleh sebab itu, N dalam (L3) itu terhingga bagi semua z, yang seterusnya menunjukkan g
itu terbatas, bagi semua z sehingga W (z) 6= 0, b. Ini tidak kira apa pun nilai λ dan c 6= bk,
oleh yang demikian khususnya benarlah yang bagi nilai λ > 0 seperti yang diperlukan oleh
lema itu.

Dalam kasus W = b, kita perlu mempertimbangkan (oleh sebab dalam kasus ini (W ′ = 0,
daripada (2.2))

(c− kb)g′ + 3rbg = λg, daripada pernyataan Lema itu,

yang menunjukkan g itu terbatas asalkan

λ− 3rb

c− kb
≤ 0, jika c 6= kb; atau λ = 3rb, c = kb

Oleh itu, dalam kedua-dua kasus, untuk tujuan kami, kami pilih

0 < λ < 3rb, c > kb > 0; atau λ > 3rb > 0, 0 < c < kb; atau λ = 3rb > 0, c = kb > 0
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yang memenuhi keperluan lema ini.
Dalam kasus W = 0 (dan oleh yang demikian W ′ = 0, daripada (2.2)), kita perlu

mempertimbangkan
cg′ + rbg = λg

yang menunjukkan g terbatas asalkan

λ− rb

c
≤ 0, c bukannya sifar; atau λ = rb, c = 0

yang untuk tujuan di sini, bolehlah dipilih ,

0 < λ < rb, c > 0; atau λ > rb > 0, c < 0; atau λ = rb > 0, c = 0.

Ini lengkaplah bukti lema ini.

Kami menyimpulkan hujah di atas dengan teorem yang berikut.

Teorem 1

Penyelesaian gelombang kembara bagi (1.1) wujud dan sentiasa stabil secara usikan.

4 Kestabilan Poincare

Sepanjang pengetahuan kami, tabii atau kelakuan penyelesaian gelombang kembara bagi
(1.1) pada penyelesaian gentingnya bagi (2.2) masih belum dikaji. Titik-titik genting berke-
naan ialah W = 0 dan W = b.

Mengikut teori kaedah Poincare yang sudah terkenal itu bagi tujuan memahami tabii
titik-titik genting, dalam kasus kami, kami perlu melinearkan (kerana (2.2))

F (y) =
ry(b− y)
c− ky

(4.1)

masing-masingnya pada y = 0 dan y = b.
Pada titik genting p bagi F, bahagian afin bagi F diberikan oleh

AF (p, y) = F (p) + F ′(p)(y − p) (4.2)

yang
F ′(y) = r(b− 2y)/(c− ky) + rky(b− y)/(c− ky)2 (4.3)

Oleh itu pada W = 0, kita perlu mengkaji tabii kualitatif penyelesaian untuk

W ′ = (rb/c)W (4.4)

yang menunjukkan W bertelatah sebagai satu eksponen/eksponensial dengan indeks (rb/c)
dan oleh yang demikian menuju kepada sifar jika c < 0, kerana r dan b semuanya nombor
nyata positif. Ini menunjukkan W stabil hampir dengan W = 0, atau penyelesaian gelom-
bang kembara u bagi (1.1) adalah stabil hampir dengan u = 0, asalkan halaju penyelesaian
gelombang kembara itu negatif
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Pada W = b, kita perlu mengkaji tabii kualitatif penyelesaian bagi

W ′ = −[rb/(c− kb)](W − b) (4.5)

yang menunjukkan bahawa W bertelatah sebagai fungsi eksponen dengan indeks negatif
hanya jika halaju kembara c > kb. Oleh yang demikian, W itu stabil hampir dengan W = b,
atau penyelesaian gelombang kembara u bagi (1.1) akhirnya tinggal sekitar jiranan u = b
asalkan c > kb.

Oleh itu kami telah membuktikan teorem yang berikut.

Teorem 2

Penyelesaian gelombang kembara bagi (1.1) hampir dengan dua titik genting dalam ruang
(w, z), dengan z = x + ct dan w = W (z) bagi (2.2) sentiasa stabil asalkan koordinat halaju
gelombang c negatif hampir dengan titik genting, atau lebih besar daripada kb hampir dengan
titik genting yang satu lagi.
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