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Di dalam kertas ini, suatu masalah tirisan adalah diselesaikan
secara berangka oleh sartu kaedah vang menggunakan persamaan-
persamaan kamiran anih Cauchy. Kaedzh ini adalah direka untuk
menyelesal masalah-masalah nilai sempadan yang bercampur dan
harmonik bagi domain-demain yansg tercantum mudah. Dengan suatu
rumusan songsang masalah tirisan itn, satu gambarajah mudah di-
kenzli adalah diperolehi dengan permukazan bebas diubah ke seluruh
gatu sisi gambarajab itu. TDengan menpguna kaedah 41 ataz kami mem-
perclehi anggaran baik bagil kuantiti-kuantiti vyang ridak diketahui
dalam masalah tersehut. Kami juga memperclehi kedudukan permukaan

behas tanpa mengguna sebarang prosidur lelavan.

% Kertas inl adalah satu terjemahan kertas pengarang vang herjudul
"The Treatment of Seepage FProblems by Cauchy Singular Intepratl
Equations', yang telah dibentang semasa menghadiri Fifth IMACS
International Symposium on Cemputer Methods for Partial Differen
tial Fquarions and MiniSvmposium on Computer Methods for Cauchy
Singular Integral Fquations, Lehigh 'miv., Betrhlehem,
Pennsylvania, U.S5.A. pada 19hb - 22hb. Jun, 1984, Kertas ini

jupa telah terbit dalam buku:

A. Gerasculis and R. Vichnevetsky (1284):
Numerical Solution Of Sinpular Integral

Fquations, IMACS, M.5. 91 - 93.
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Pengenalan

sSuatu perkara biasa dalam beberapa masalah yang menimbulkan
banyak kepemawan dewasa ini ilalah kewujudan satu permukaan bebas
yang tidak diketshul kedudukannya. Permukaan ini mungkin me-
nimbulkan banvak kesukaran iika masalah ini dirawat secara terus -

suatu prosidur lelaran hendaklab dipereunakan.

Suatu cara balk untuk mengelak kesukaran-kezukaran ini ialah
dengan menyongsangkan =satsh fisgikal vang diheri kepada apa yang
dikatakan satah keupavaan kompleks dan menyelesaikan masalah yang
sepadan [3],[#]. Censan rumusan begini, permukaan vang tak di-
ketahui kedudiukannya it menjadi satu dari sisi-sisi suatu gambar
rajah yang Jdikenall dalam satah keunayaan kompleks. Kebanyakan
pengarang telah mencsnnakan pendekatan ini di dalam pengiraasn
mereka berkenaan permukaan hebas.  Kami mengikut pendekatan yang

gama dalam rawatan kami terhadap masalah tirisan.

Suatu kaedah nntuk penyelesaian herangka masalah nilal sempadan
yang bercampur dan bharmonik bapl suatru domain tercantum mudah
telah pun disyorkan dalam [EJ dan [j]. Kami akan menggunakan
kaedah ini dalam menvelssaikan masalah-masalah tirisan. DI dalam
bahagian ini, kami berikan suatn perihal ringkas berkenaan kaedah
tersebut. Pada milanva, domain vang diberi itu diubah ke seluruh
kepada suatu nsatah ~oienrail atas dengan pemetaan konformal.
Masalah nilai sempadan bercampur itu kemudian dirumuskan meniadi
apa vang dikatakan masalah Volter:y., Ini beleh dibuatkan dengan
mengguna persamaan-revsamaan Canchy - Fiemann dan pengamiran.
Dengan menpgunakan analizisz klasik dalam [5], suaty persamaan
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kamiran anih Jjenis Cauchy di atas lengkok akan dinerclehi. Per
samaan kamiran ini diselesalkan secara berangka denpan menpgunakan

sifat-sifat polinomial Chebyzhev.

Masalah Model

Di sini kami mempe=rtimbangkan mazalah tirisan vang pada mulanva

diberi dalam [17] dan kemudian dalam [27 dan (Mj. Model vang

dipertimbangkan adalah diberikan di bawah ini.

e
',/
Alr Masin

Sebuah parit air tawar dibena sepaniang pertfengahan datar lumpur
vang selari dengan pantai. air tawar meniris darl parit itu

dan memaksa air masin jauh dari permukaan tanah. Suatu keadaan
tetap akan tercapai di mana permukaan bebas memisah air tawar
dari air masin dan tanah itu holehlah direklamasikan untuk her
cucuk tanam. Pengaliran aiv tawar Ity dianggapkan, bermatra oo,
tetap dan tak termampat. Suatu version madah model, yang me-
nunjukkan setengah Jdari tatarajah herserta dengan syarat-syarat
sempadan, diberikan di Dbawab ini. DPi sini A, B, C dan D adalah
titik-titik vanp tak diketahui.
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Katakan Q menandakan kadar tirisan seyunit lebar parit tersebut
o

dan P pengali ketelapan: saperti . dalam [1], pembolehubah-pembolehubah

tak berdimensi di bawah ini diperkenalkan:

(2,y) (2rR/Q,) (x',y") (1)

(0 = (2/0 ) (9',9") (2}
di mana prima menandakan kuantiti-kuantiti fisikal, ¢ adalah fungsi
keupayaan (kepala piezometrik) dan ¢ adalah fungsi strim. Di sini
R=rp (Yq / Ye - 1} di mana Y dan Y adalah masing-masing berat

spesifik air tawar dan air masin.

Memang bcleh ditunjukkan bahawa ¢ dan ¢ memenuhi

Ay = 0, A =0 (3)
¢ = 0 41 atas DA (u)
g = 1 di atas OD (5)
¢ = ¢, 41 atas DC (6)
g% . g ,» W = 0 di1 atas OB t7)
ax
$ =y s ¥ - 0 di atas permukaan bebas AB (8)
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¢ =y , ¥ =0 di atas permukaan bebas AB  (8)

Masalah tersebut kemudian disongsangkan supaya x dan y adalah
pembolehubah-pembolehubah bersandar manakala ¢ dan ¢ adalah pemboleh-
ubah-pembolehubah bebas. Dengan lain perkataan, x = x(¢,¢) dan

y =y{¢,¥). Dengan kesongsangan ini, gambarajah yang terhasil adalah
satu segiempat tepat dengan permukaan bebas AB yang tak diketahui itu

menjadi salah satu dari sisi-sisinya.

Gambarajah berikut menggambarkan segiempat tepat akhir berserta

dengan syarat-syarat sempadan: v
T
D' (¢ 5 1) o
7 01(0,1)

y = 0 A y = 4] y = 0

3 .,

oy | Yy = 9

I > ¢
C'(¢c’ 0) B'(¢B, 0) A'(0,0)

3. Perihal berkenaan kaedah penyelesaian.

Kami menggunakan pemetaan-pemetaan konformal untuk mengubah

segiempat tepat ke seluruh suatu satah setengah atas:

iwl (9)

w, ()

1

2 ¢c/2 B d]1+

Sn (Awllk) =6, * iy (10)

WQ(WI) 2

FPemetaan pertama adalah untuk menganjak segiempat tepat itu
supaya bucu-bucu A, 0', D', C' adalah masing-masing - ¢C/2,
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- ¢c/2 + i, ¢C/2 + 1, ¢C/2. Pemetaan kedua adalah pemetaan biasa dari
satu segiempat tepat keseluruh suatu satah setengah atas. Untuk

¢C = 4,0 dan ¢B = -2.6, A = K/2 di mana K adalah kamiran lengkap
berelips jenis pertama. Untuk hal khusus ini, K = 3.165103 dan

m = ](2 = 0,970563.

Satah keria untuk masalah Volterra adalah diberikan di bawah ini:
" B” All
Y:OC, x = c | v o= ed,) y = 0
i ™ 1
(-1

,0) (y,0) (1,0)
di mana A", B" dan (" adalah masing-masing bavangan-hayangan bagi

A', B'" dan C'. Di sini y = -0.741845. Syarat sempadan di atas B"A"
. JE. -1
adalah diperolehi dengan mengpuna pemetaan SOTESANE w2 dan beleh

ditunjuk menjadi:

v = gl¢z)
$2 -
= 2 J = -2 (11)
K 0 /
2 2.7
(1 -2 )1 - k&)
Kami catatkan di sini bahawa ¥ = ﬁl (satu pemalar) adalah syarat

yang sepadan kepada 3y/30s = 0 bagi masalah nilal sempadan bercampur

itu.

Dengan mengguna anallsis klasik dalam [5}, persamaan kamiran anih

Cauchy berikut diperclehi.

gntuk S& B" QM

- = J vl p— + 0 = T gt ) T (12)
1 Y
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Untuk menguban (-1,v) kepada (-1,1), kami menakrifkan:

N N S S &\ (13)

dan persamaan kamiran akhir menjadi

1 1

1 : dt,
ol f "’(tl)——f—— + C =if g(t)g-t— (14)
1 tl——‘l 1 Il -5

Kami hampirkan y(tl) dengan mengguna siri terpangkas polinomial-
polinomial Chebyschev Jenis kedua berserta dengan satu sebutan inter

polasi:

Y = ' R N 1] -
) = Y1t jzfouiﬂ.j(t]_) 1.3(1 + 1) (15)

Sebutan kedua adalah dirambah untuk menjamin keselanjaran y pada kedua
simpang lengkuk yang dibincang itu dan ianya diperclehi dengan

interpolasi linear.
Kami catatkan di sini bahawa:

1 J 1ot
T '
—— dtr = - THH(S) (1p)

di mana T is) adalah peiipomial Chebyshev jenis pertama denpan dariah
n

+1

N+, Maka, dengan pemasukkan (15) ke dalam (14), kami memperclehi
(I
1 dt
w. T o= = glt) — - 1,3 1-
g MR T plt) 3 M [Z‘f(‘“’f“p‘” (_SL)J (17)
j=o v (1+51)

Kamiran dalam (17) tidak menimbulkan sebarang kerumitan kerana ianya

tak anih.

Nijai-nilai pemalar ¢, dan pengali-pengali {ai}?~o boleh diperolehi

dengan kolokasi, Kami mengambil titik-titik kolokasi pada sifar
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N+2
{”i}i=1 untuk T

N+2(81), jaitu:

N: = cos (21_1 —E—)

. 18
1 2 N2 (18)

Keputusan-keputusan berangka

Sayogia diberitahu di sini bahawa C, bukanlah kordinat - x bagi

1
C tetapi ianya satu pemalar kamiran. Kordinat - x bagi C boleh
ditentukan jika kita buat satu penyesualan agar kordinat - x bagil
C adalah sifar. Penambahan penyesuaian ini kepada pemalar kamiran
C. memherikan Xc vang dikehendaki.

i

Nilai-nilai X dan XC adalah diberikan dalam Jadual A dan

A’ XD,
mereka kemudian dibanding dengan nilai-nilai yang telah diperolehi
dalam Jadual 2 dalam [4]. Hasil-hasil kami bersetuiju benar dengan
penyelesaian-penyelesaian secara analisis dalam [?l dengan N yang
kecil, Mereka adalah lebih baik dari nilai-nilai yang diperolehi

dengan kaedah beza terhingga [ﬁ] dan kaedah persamaan kamiran

sempadan yang biasa [&j, dimana 32 titik telah diguna dalam kiraan.

JADUAL A
~— —
A *D *C

Penyelesaian analisis 0.499 -3.970 ~4.311
Charmonman (1] 0.1499 -3.893 4. 211
Lii & Ligget t [W] 0.443 ~3.855 -4.192
N =4 0,499 -3.962 ~4.314
N =8 0.499 -3.969 ~4.,311
N = 16 0.499 -3.970 ~4.311




Dalam jadual B, kami berikan kordinat -x dan -y bagi beberapa

titik sepanijang permukaan bebas AB dengan N = 8,

JADUAL B
x v ® v
0.4994 0.0000 -0,4530 -1.4000
0.4793 -0.2000 -0, 8042 -1.6000
C.u4191 -0.4000 -1.1657 -1.8000
90,3187 -0.6000 -1,5878 ~2.0000
0.1778 -0.B000 -2.0938 -2.2000
-0.0039 -1.0000 -2.7508 -2.4000
-0,2270 -1.2000 -4.3110 -2.6000

5. Kesimgulan

Penggunaan persamaan kamiran anih berserta pemetaan konformal
adalah suatu teknik berguna dalam menyelesaikan masalah-masalah
tirisan. Ia bergantung kepada kenyataan bahawa suatu rumusan
songsang masalah itu boleh membawa kepada masalah nilai sempadan

bercampur dan harmonik bagi suatu gambarajah yang dikenali.
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