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ABSTRAK

Latar belakang ringkas fungsi spline kubik
dijelaskan dan disusuli dengan beberapa
penggunaannya dalam bidang geodesi., Antara-
nya, penggunaan fungsi spline kubik dalam
interpolasi, penyelesaian formula kamilan

geodetik dan prediksi graviti diberikan.

1. Fungsi Spline

Perbincangan di bawah hanya ditumpukan kepada fungsi spline kubik.
Ini adalah sebab-sebab berikut:-

(a) Spline kuadratik yang mana selanjar di mana-mana bersama dengan ter-
bitan pertamanya mempunyai beberapa ciri-ciri matematik dan numeri-
kal yang kurang memuaskan. Antaranya, ia hanya ujud untuk satu
bilangan titik data ganjil dan ianya tidak simetrik terhadap kedua

titik penghujung X, dan X e

(b) Spline peringkat tinggi, darjah > 3, adalah didapati kurang licin
untuk digunakan sebagai fungsi penghampiran. {Perbincanqan tentang
spline kubik di bawah rujukan dibuat dari MORITZ (1978} dan
AHLBERG et al (1967

* Disediakan untuk Kolokium Matematik, Jabatan Matematik, Fakulti Sains
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5pline kubik adalah terdiri dari ‘polinomial kubik cebis demi cebis!

dengan keselanjaran sehingga dan termasuk terbitan peringkat kedua.

Pertimbangan kes titik«titik nodal berjarak, sama x_ = jh

3
(j =0y 1, 2y eea , N)s Dengan penukaran sekil iaitu dengan membuat
h = 1, bermakna

xo = 0, X1 = 1' see ¢ xn = I (1)

Ordinat-ordinat yang berhubungan dinyatakan sebagai berikut:=-

supaya

f = flx.) (3}
3 *3

Nilai-nilai dalam fungsi (3) ddalah diberikan. Fungsi spline yang hampir
kepada fungsi f(x) dinyatakan sebagai S(x}.

Terbitan peringkat kedua dari S{x} pada titik-titik nodal dipanggil

momen M, :-

J

M, = s"(x ) (4)
j 3

Disebabkan spline S{x) adalah satu polinomial kuasa tiga dalam setiap
selang{ﬁj_i, xj terbitan peringkat keduannya adalah linear dalam setiap

selang., Oleh itu, dalam selang{* 5"(x) akan mengambil bentuk

j-1* ¥

5"(x) = M (x, = x) + M {x -x, ) (5)
‘ -1 7] ]

j j=1

Ini adalah supaya persamaan (5) memenuhi kedua-dua pada Xy dan xj 1°

adalah satu, x, - x = 1,

Jarak selang{x 3 51

j-17 %

Dengan mengkamilkan persamaan (5) dua kali didapati:-
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1
' = - — - -— -
S'(x) 3 Mj—l(xj x) o+ > Mj(x xj_1 + A,
1 3 1 3
= =M — - -
S{x) g j_1(xj x)7 ¢ z Mj(x xj-l) + Ax + B,

di mana A dan B adalah kuantiti tetap daripada pengkamilan. Kuantiti

tetap A dan B di atas ditentukan mengikut syarat-syarat berikut:-

1
fj_1 = S(xjﬁl) =z 1‘-’13-_,l + ij_1 + B,
1
f = S(x,) = = M_ + Ax B
j 3 6 ] it
dan didapati
1 3 3
S(x) = 3 Mj-l(x - X)) + 3 M {x = x._i)
1
+ (fj_1 - Mj—l)(xj - x)
P (F, =2 M (x = x, ) (6)
j 6 3 j-1

Pembezaan dari persamaan (&) menghasilkan

1 2 1 2
] = - - -— -
S {x) 3 M'-l(xj x) o+ > Mj(x xj—l)
S f, - f, L —=M, =M, ) (7)
J j=1 6 ] j=-1
Untuk selang berikutnya, {xj, xj+1} , persamaan (7) dapat ditulis sebagai
1 2 1 2
] — - — - — -
S'x) = > Mj(xj+1 x)" o+ 5 Mj+1(x xj)
1
+ f - f == (M - M,) (8)

j+1 3} & i+ J

Disebabkan oleh keselanjaran dari terbitan pertama 5'(x}, nilai-nilai
S*'(x) yang didapati darl persamaan-persamaan (7} dan (8) mestilah sama.

Dengan menggantikan x = xj dalam persamaan (7) dan (8) syarat

berikut dapat diperolehi:-

ol

1
Mj + fj - fj—i -6 (Mj - Mj-l) = -3 Mj + fj+1



atau

M M, = 6LE, - 26 4 £, ) (9)
jo1 t My M #1775 T

Persamaan-persamaan dalam persamaan (9) menghasilkan n + 1 - 2 =
n - 1 syarat untuk n + 1 momen Mj vyang tidak diketahui. Supaya
dapat ditentukan momen ini dengan sepenuhnya, dua lagi persamaan di-

tambahs:=-

M + 4M = d (10)

Sistem persamaan (9) dan (10) dapat ditulis sebagai berikut:-

= 1 y B 7]
) 1 ¢ - - 0] 0 0 M d
Q o]
1 4 1 - - 0 0] 0 M1 d1
0 1 4 ~ - G 0 0 M2 d2
- - M
0 0 0 4 1 0 2 dn—2
- - d
0 G 0 1 4 1 Mn—l n-1
o 0 0 - - o 1 4 M d (11)
L n n

d1, d2, aen dn 1 menggantikan sebutan disebelah kanan persamaan (9},

Kuantiti tetap do dan dn adalah bebas dan dipilih dengan sesuai,
Dengan menyelesaikan matrik (11) momen Mj dapat ditentukan.

Dengan itu, persamaan spline kubik yang diberikan oleh persamaan (6)

dapat ditentukan sepenuhnya,

eel5/=
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Contoh Penggqunaan

2.1 Intergglasi

Spline kubik merangkumi keupayaan analitik dari satu poli-
nomial berserta dengan kelicinan dan kestabilan dari satu peng-
gambaran. Dalam rajah 1 ditunjukkan 9 titik data yang mana 8
daripada titik-titik tersebut terletak di atas paksi x. Sebagai-
mana yang dapat dilihat, interpolasi dengan polinomial menghasil-
kan satu ayunan besar dan hanya berguna sebagail fungsi interpolasi
di bahagian tengah sahaja. Fungsi spline sebalikhya menunjukkan
satu penggamparan yang stabil dan bebas daripada ayunan-ayunan

palsu.

P R R T

ST ‘ R

interpolasi dengan spline

rajah 1
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SUNKEL (9177) menggunakan fungsi spline bikubik sebagai unsur
interpolasi diantara titik-titik data bersama dengan paraboloid
hiperbolik untuk menghitung kontor dari 'garis nilal sama'e(Hasil
darab satu spline kubik dalam x dan satu dalam y memberikan
spline bikubik dalam ({(x, yJJ). Satu contoh yang dibuat oleh
SUNKEL (1977) ditunjukkan dalam rajah 2. Jadual 1 menunjukkan
data input yang digunakan. S3atu rancangan komputer untuk melaksa-
nakan tujuan ini boleh didapati dalam SUNKEL (1977). Kaedah ini
sangat berguna dalam bidang geodesi di mana kebanyakan hasil

hitungan digambarkan secara kontor 'garis nilai sama'.

e, Formula Kamilan Geodetik

Dalam penentuan medan graviti bumi dari hasil cerapan graviti
perlu diselesaikan dua jenls kamilan permukaan konvolusi (VANICEK

et al, 1982, p. 535):

@f(?) S(¢ (F,, T)) dv (12)

£(r) lcosn (;A’ ry | ast¢)

dv (13)
gi sin o (EA' r) d¢

di mana f(r) adalah satu fungsi terhingga dinyatakan di atas satu
permukaan matematik gi . Dalam kes ini, fungsi f(r) (iaitu
graviti anomali, &g) perlu dinyatakan dalam bentuk matematik

supaya sesual untuk kamilan. Dalam perhitungan digital, permukaan
bumi dibahagikan kepada blok-blok (contohnya, 5° x §°, 1° x 1°,

10' x 10' dan seterusnya} dibendung oleh meridian dan garis lintang.
Biasanya adalah mencukupi dengan hanya menggantikan fungsi tersebut
dengan nilal puratanya dalam blok yang berkenaan. Dalam zon dalam,
dl mana hasil kamilan menjadi singular, satu penggambaran yang lebih
detail oleh satu fungsi licin diperlukan. Pclinomial adalah sesuai
untuk tujuan ini, Satu anggaran yang selanjar boleh didapati dengan
menggunakan fungsi linear cebis demi cebis; fungsi ini selanjar
tetapi tidak dapat dibezakan pada titik-titik nodal x diantara

dua ‘unsur terhingga' (misalnya blok 10' x 10') yang berturutan.

Spline kubik yang mana selanjar bersama dengan terbitan pertama

.-18/"'
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dan kedua menunjukkan ciri-ciri yang sesuai untuk tujuan tersebut di
atas. SUNKEL (1976) telah menggunakan spline bikubik dalam menyele-
salkan formula-formula kamilan Stokes dan Vening-Meinesz dalam geo-

desi fizikal.

2.3 Prediksi Graviti

Dalam melaksanakan kamilan dari persamaan 12 dan 13 yang di-
bincangkan dalam seksyen 2.2, anggapan dibuat tentang terdapatnya
satu liputan data graviti yang homogen di muka bumi ini. Dalam
keadaan sebenar, masalah utama yang dihadapi dengan 'global gravity
files' adalah tidak kehomogenan liputan data. Keadzan ini terutama-
nya berlaku di lautan dan kawasan-kawasan pendalaman yang tidak di-
duduki. Untuk memenuhi kehendak dalam melaksanakan kamilan persa-
maan 12 dan 13, prediksi dari graviti-titik atau graviti-purata
terpaksa dibuat dalam kawasan-kawasan yang mana cerapan graviti

tidak dapat dibuat.

Terdapat beberapa kaedah dalam prediksi graviti, DBua kaedah
yang popular disebutkan di sini iaitu kaedah 'prediksi kuasa dua
terkecil' (model I) dan kaedah 'kolokasi kuasa dua terkecil' (model
II). Model I dan model II masing-masing dapat diberikan sebagai
berikut (MORITZ, 1980):

Model 1
5_ = C LI Y L N N B
S [bp1’ €,y CP3y ' Cpn] €11 €12 13 *** S 59, ]
8
€21 €22 Co3 o00 Cpp 9
§
€31 C32 Ca3 == &5y 93
C.C _C . wus 8
L nl n2 n3 Cnn 9
- L
dl manat
Sap hasil dari prediksi graviti-anomali pada titik P

.a15/-
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5q1 ces 5gn graviti-anomali pada titik-titik yang diketahui

Model II1:
5 K 17",
- C C C *em C C *e e

9y |:p1’ Pyr CPyo ’ prJ “11 “12 C13 1n 2

€01 Cop Co3 +-- Gy Z,

C31 G52 C33 ==+ Gy Zy

Ca1 “n2 Sn3 Con Z,
_ L

di mana matrik 2 dalam model Il didapati dari

z = ( 9dg - AX); A adalah 'design matrix' dan
cerapan

x = (ATl ay™t aTeml s
XX XX

Bukanlah tujuan saya untuk memberikan satu tinjauan detail
tentang model I dan II, tetapi untuk membawa perbincangan berikut
ini kepada fungsi yang paling mustahak dalam model-model di atas
iaitu fungsi kovarian, C, Perbincangan lengkap tentang model-model

di atas boleh didapati dari MORITZ (1980).

Fungsi kovarian € mencirikan korelasi statistik dari graviti
anomali diantara dua titik 5gp dan SgQ, yang mana dapat menun juk-
kan kecenderongan graviti anomali pada titik-titik tersebut untuk
mencapai saiz dan tanda yang sama. Untuk karakter global, fungsi

kovarian selalunya diberikan sebagai,

Oy

C(P,Q) = 2., c P (cos ¢)

di mana:

<, adalah "anomaly degree variances", Pn (cos ) adalah

polinomial Legendre Konvensional, ¢ jarak ruang antara P dan Q.

020/
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Pada permulaannya kesongsangan dari satu matrix yang besar
yang mana menyebabkan banyak masa komputer menjadi satu perbincangan
yang penting apabila kaedah-kaedah 'prediksi kuasa dua terkecil' dan
'kolokasi kuasa dua terkecil' mula diperkenalkan dalam bidang geodesi
fizikal., Perhatian tidak dibuat terhadap masa yang diperlukan untuk
menghitung fungsian linear dari fungsi kovarian oleh kerana untuk
masalah-masalah mudah masa komputer sudah tentulah lebih cepat dari
kesongsangan darl satu matrix. Keadaan ini berubah dengan cepat
apabila masalah yang dihadapi melibatkan perhitungan kovarian yang
banyak dan/atau sukar, Walaupun satu ungkapan tertutup dari fungsi
kovarian telah berjaya dihasilkan (lihat RaPP dan TSCHERNING, 1974},
ungkapan tertutup ini masih mengandungi fungsi seperti fungsi loga-
rithma dan fungsi trigonometrik, yang mana mahal dalam ertikata

masa komputer.

Inilah antara sebab-sebab timbulnya persocalan samada berkemung-
kinan untuk mendapatkan satu anggaran yang hampir kepada fungsi kova—-
rian yang sebenar. Fungsi anggaran inl hendaklah mudah, senang di-
gunakan, tepat dan memerlukan unit stor kemputer sedikit yang boleh.
Berdasarkan kepada perscalan di atas, SUNKEL (1978) membuat kajian

ke atas tiga jenis fungsi anggaran yang berbeza:

1) Fungsi langkah

2) Fungsi linear cebis demi cebis, dan

3) Fungsi kubik-spline

SUNKEL (ibid.) membuat keslimpulan bahawa disebabkan oleh kelicinan
dan ciri-ciri anggaran yang pbalk dari satu fungsi spline, penggam-
baran fungsi kovarian cleh fungsi spline menghasilkan keputusan
yang memuaskan jika dibandingkan dengan fungsi-fungsi (1) dan (2}

di atas.

3.  Kesimpulan
Berdasarkan kepada kelstimewaan fungsi spline terhadap penyelesalan

dan penggunaan lanjutannya dengan menggunakan komputer, penggunaan luas

enell/=
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fungsi spline dalam bidang gecdesi sebagal satu kaedah pendekatan dapat
diharapkan. Penggunaan fungsi spline kubik dalam kaedah interpclasi,
penyelesajan kamilan geodetik dan kaedah prediksi graviti dijelaskan
dengan ringkas. Dengan ini diharap satu kajian lanjutan dapat dibuat
supaya pemahaman yang lebih mendaiam tentang potensi dari fungsi spline

dan hubungannya dalam perkembangan bidang geodesi numerik dapat diper=-

olehi.
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