Matematika, 1981, Jilid 7, no. 1, him  1-9,
€ Jaoatan Matematik, UTM.

PENYELESAIAN BERKALA PERSAMAAN PEMBEZA YORK

oleh
YUSQF BIN YAACOB
Jabatan Matematik, Fakulti Sains,
Universiti Teknologi Malaysia,
Karung Berkunci 791,

803290 Johor Bahru, Jeohor.

ABSTRAK
Kertas ini memperihalkan perluasan persamaan pembeza York.
Dalam bentuk asalnya persamaan pembeza York berbentuk lengah
pemalar manakala dalam kertas ini lengah itu bergantung juga
kepada Hkeadaan sistem itu. Jika lengah itu besar maka wujud

penyelesaian berkala.

1. Pendahuluan

Kita mulai dengan persamaan pembeza York (lihat Nussbaum
(s
Y (s) = = £(y(s-a)) (1)

dengan a suatu pemalar positif dan

r
£(y) = » T>2. (2)
b S

Persamaan (1) dan (2) adalah suatu model pengeluaran sal

daran merah.



Banvak kajian telah dibuat mengenmi (1) .dan (2), ntau dalam

bentuk setaranya x’' (t) = =af({x(t-1l)) (lihat Angelstori [11],
Chapin [2,3), KXaplan dan York [6] dan Nusspaum [7,8,91).

Perlu juga difikirkan bahawa lengah dalam persamaan (1) ita

dipengaruhi Jjuga ocleh Y(s) iaitu keadaan sistem itu pada

sebarang ketika. Sekarang dipertimbangkan persamaan

Y (s} = =f(y(s-g(y(s))-a)), o=l (2)
dengan fungsi dalam persamaan (2) termasuk dalam kelas
Zungsi f£. Dengan penggantian s = gt dan yvis) = x(t),

persamaan (2) adalah s&tara dengan

X (T) = =efix(z = & g(x(x)) = 1))

(&)
Persamaan vang akan dikz3ji adalah dalam bentuk ini.

Bagi memudzhkan kita, XKita gunakan tatatanda p = 1 = o lgl
dengan lIgl = sup{lg(x)|: == < x < =}. Relas fungsi £ dan ¢

menepatl hipotesis berikut:

£ : R - R adalan suatu fungsi ganjil, C Gan terbatas.

Wujud suaztu nilai x, dengan f|[0,x,] tak menyusut dan
£][x,,») tak menckok. Juga wujud pemalar positif &, T, X

dan ¢ yang memenuhl

(1 = ax T)x "= (%) s (1 + ax )x -, x = X, -

H2 g : R -+ R adalah suatu fungsi genap, ¢!, terpatas dan tak

negatif dengan g|[C,=) Tak menyusut, Ugl = 1 gar ig'l = L.

Penyelesaian bagi
X' (£) = -af(x(t - a”'g(x(t)) - 1))

1 (5)
x|[0,p] = o

(6]



dengan p = t < T 5 =, bagi fungsi awal ¢|[0,p], adalah suatu
fungsi x(t) yang mempunyai sifat-sifat berikut:
i) x(t) = ¢(t) , Ostsp,
ii) x(t) tertakrif dan selanjar bagi 0=t<T,
iii) x(t) wujud dalam doamain g(x) bagi 0=t<T,
iv) x(t) memenuhi persamaan (5) bagl p=t<T, dengan

terbitan sebelah kanan diambil pada t=p.

Teorem asas kKewujudan dan keunikan persamaan pembeza lengah
adalah seperti berikut:

Teorem 1.[4]: Andaikan f(x) dan g(x) selanjar dan Lipschitz.
Jika ¢|[0.p] Lipschitz, maka masalah awal (5) dan (6)
mempunyai penyelesaian unik dan selanjar tarhadap fungsi

awal.m

2. Keputusan Yang Diperolehi

Keputusan utama yang dipe-olehi ialah teorem berikut:

Teorem 2: Andaikan H3 dan H2 benar, r>0 dan o>r/(r-1). Jika
a besar maka wujud penyelesaian berkala xa(t) bagi (5) dan
(6) yang mempunyat sifat-sifat berikut:
i) Wujud qﬂ>2(1+aﬂugn) dengan xa(t)>0 untuk 0<t<qq dan
xa(t+q; = -xa(t) untuk semua t.
ii) hada*w Gy = = Suatu pemalar g=f(r) memang wujud unt

memenuhi qatsar—z.-



Contoh: Semua keputusan Tecorem 2 benar untuk

b 4 xzr
£(x) = —X —— dan g(x) = —X——r
2 (14x) T

1+1x] r+l

dengan r integer positif dan r>Z.

Pembuktian Tecrem 2 melibatkan analisis asimptot
penyelesaian x(t) bagi persamaan (5) dan (6) dan penggunaan

teorem Titik Tetap Schauder.

Teorem ({(Teorem Titik Tetap Schauder): Andaikan K suatu
subset tertutup, terbatas dan cembung bagi suatu ruang
Banach. Jika pemetaan F : XK - K adalah selanjar dan padat

maka F mempunyal suatu titik tetap.ms

3. Ringkasan Pembuktian Teorem 2

Andaikan ¢ = (r+l) L. Set K, ditakrif seperti berikut:

Ka = {¢ e cl[o,pj topsaf(x,), lp'lsaf(x,),
¢ tak menockok, ¢(p) = (2.1)at}.

Mengikut Teorem 1 wujud penyelesalan unik x(t;p,a) bagi

masalah awal (5) dan (6) untuk p berada dalam Ku dengan f

dan g memenuhi H1 dan H2. Cl[o,p] adalah suatu ruang Banach

dengan ligll = mak {mak

Ustspl¢(t](,mak05tspsw’(t)l). Ra adalah

suatu set tertutup, terbatas dan cembung.

Andaikan zy sifar pertama bagi x(t;p,a¢) dan m = x(zl—l).

Boleh dibuktikan bahawa terdapat pemalar positif ¢, dan cg

memenuhi



€ €
c,x’sm 3 caa . (7)

seterusnya kita boleh buktikan juga bahawa

r=i
x(zl+2p) s -cym (8)

dengan c. pemalar positif.

3

Bagi nilai m yang cukup besar (oleh kerana (7) ini bermakna

juga bagi nilai a« yang cukup besar) dan r>2 maka didapati

x(z,+2p) s —c.m" ts L2218 o 5 1)4°5, (9)
1 3 Cq
Takrifkan Tt sebagai nilai t yang pertama lebih besar

]

daripada z,+2p memenuhi x(T) -(2.1)ac.(Boleh ditunjukkan

dengan senang bahawa z, dan T wujud).
Seterusnya takrifkan
F o =¥, ¥(t) = -x(T-p+t), 0 st s p.
Boleh dibuktikan bahawa Fa memetakan Ka ke K, dan Fa adalah

suatu pemetaan yang selanjar dan padat.

Mengikut teorem 3, F, mempunyai suatu titik tetap ot Oleh
kerana f ganjil dan g pula genap maka x(t;¢a,aJ adalah
penyelesaian berkala bagi persamaan (5) dengan kalaan
2(t(¢a,a)—p) = 2qa. Jika ditakrifkan xa(t) = -x(t+zl;¢a,a)
maka xa(t) adalah penyelesaian berkala bagi (5) deng:n
x,(t) > 0 bagi O<t<q,, q,= r(¢m,a)-p dan xa{t+qa) = —Xrgt)
untuk semua t. Boleh dibuktikan juga bahawa pazsar_z dengan

B(r) suatu pemalar positif.(Pembuktian lengkap mepjenai

Teorem 2 boleh didapati dalam (10]).



4.Penyelesaian Berkala Bagi g Tak Menyusut

Sekarang pertimbangkan fungsi g yang memenuhi hipotesis

H2(b) yang berikut:

H2{p} g : R - R adalah suatu fungsi tak menyusut, Cl,
terbatas dan tak negatif dengan keadaan Wgh = 1 dan

gl = 1,

Penyelesaian berkala Jjuga wujud bagi persamaan (5) yang

memenuhi H1l dan H2({b) tetapi sifat kualitatifnya berbeza.

Teorem 4: Andaikan H1 dan H2(b) benar, r>2 dan o>r/(r-1).
Jika o besar maka wujud penyelesaian berkala %, (%) bagi (5)
dan (6) yang mempunyai sifat-sifat berikut:
i) Wujud g, > 1+a tigl dan &a > 2q, dengan x_(t)>0 untuk
0<t<qa' xd(t)<0 untuk qa<t<&a dan xm(t) = xa(&a+t)
untuk semua t.
ii) had g, = =. Suatu pemalar 7=7(r) memang wujud untuk

memenuhi qak7ar-2.l

Contoh: Semua keputusan Teaorem 4 benar untuk

X

f(x) = dan g(x) = 0.5(1 + tanh x%).

14+]x) r+l

Pembuktian Teorem 4 serupa dengan pembuktian Teorem 2.
Dengan menggunakan tatatanda seperti tatatanda dalam
pembuktian Teorem 2, suatu pemetaan selanjar dan padat P

dari Ka ke Ka ditakrifkan supaya titik tetapnya memberikan



penyelesaian berkala bagi (5) dan (6). Tetapi dalam kes g
tak menyusut pemetaan Fa berlainan dengan kes bila g genap.

Misalkan z, dan z. menandakan sifar pertama dan kedua bagi

2
xa(t) apabila ¢ berada dalam Ka' Kemudian xa(22+2p) = ka®
dapat dibuktikan. Kita takrifkan

T = T(p,x) = inf {t = zz+2p : xa(t) = kac}
dan pemetaan Fu dari Ku ke Kd dengan Fu(w) = ¢ dan

g(t) = x (T-p+t), O=tsp.
z

(Boleh dibuktikan dengan senang bahawa z dan T wujud).

1l "2

Fa adalah suatu penmetaan selanjar dan padat. Dengan
menggunakan Teorem Titik Tetap Schauder, F mempunyail titik
tetap ¢ dalam Ka yang memberikan penyelesaian berkala bagi
(5) dan (6). (Pembuktian lengkap mengenal Teorem 2 boleh

didapati dalam [10]).

5.Penyelesaian Hampir

Teorem 2 (atau Teorem 4) membuktikan kewujudan penyelesaian
berkala bagi (5) dan (6) untuk fungsi f dan g yang memenuhi
hipotesis Hl dan H2 (atau H1l dan H2(b)). Seperti yang biasa
terjadi penyelesaian tepat untuk x(t) sukar didapati bagi £,
g dan p yang diberi dan penyelesalan berangka digunakan.
Suatu kaedah berangka yang digunakan adalah seperti yang
digunakan oleh Feldstein [5], iaitu menggunakan Kkaedah
Runge—~Kutta yang disesuaikan untuk persamaan pembeza lengah
dengan menggunakan interpolasi Lagrange untuk penghampiran

x(t) yang berada dalam hujah lengah itu.



Teorem 2 (atau Teorem 4) juga hanya menyatakan bahawa Jjika
nilai o cukup besar maka wujud penyelesaian berkala, tetapi
tidak dinyatakan batas bawah untuknya. Penyelesaian
berangka, (lihat [10]), menunjukkan bahawa penghampiran
untuk batas bawah itu 1.6. Bukti secara analisis mengenai

batas bawah ini belum lagi diperolehi.
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