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Abstrak

Masalah umum yrds flx.y.y .y .....ym'”]

diselesaikan dengan
menggunakan kaedah ekstrapclasi. Rumus bagi kaedah ini diterbitkan

dan beberapa keputusan berangka diberikan.

1. Pengenalan

Untuk menyelesaikan sistem persamaan pembezaan biasa (PPB)
peringkat tinggi, selalunya persamaan tersebut diturunkan ke
sistem PPB peringkat pertama, kemudian diselesaikan menggunakan
kaedah-kaedah seperti Runge-Kutta, multi-iangkah, ekstrapolasi dan
lain-lain lagi. Cara ini amatlah memuaskan hinggakan penyelidikan
terhadap kaedah bagi penyelesaian PPB peringkat tinggi secara

terus tidak diberi perhatian yang sewajarnya.

Usaha awal terhadap penyelidikan secara terus ini terdapat dalam
Collatz (1], Fehlberg (2], Krogh (4| dan Suleiman (5,6]). Di dalam
isl, Suleiman telah meneliti kaedah ekstrapolasi bagt

penyelesaian PPB peringkat kedua secara terus.
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Berikut merupakan
tinggi
juga rumus bagi

dengan kombinasi

menggunakan kaedah ekstrapolasi

kajian awal terhadap penyelesaian PPB peringkat
secara terus. Diterbitkan

PPB  peringkat d, dan pembuktian bahawa rumus

linear dengan pekali-pekali

binomial memberikan

peringkat vang optimum.

Seterusnya keputusan untuk PPB peringkat

keempat dengan kembangan h dan h* diberikan di dalam lampiran.

2. Kaedah Bagi PPB peringkat d

Tecri asas bagi penggunaan kaedah ekstrapolasi kepada masalah PPB

peringkat pertama,

y = fix,y).

telah dikaji

kembangan h?

oleh Gragg

y(a) = n,
[3). Beliau telah membuktikan bahawa

wujud bagi kaedah titik tengah terubahsuai yang

ditakrifkan seperti berikut,
h =H/N N genap, )
By, ylxo) . nilai hampiran di X
B ¥t hlf[xo.yGJ ; ,.
AR Zhlf(xm”. ym”) , m = 0,1, N:_l ,
y(x+Hh)=-1—y * =¥ +iy
0 ' 4 N 2°N 47N

Kaedah titik

¢

b 4

b1 1

tengah terubahsuali bagi PPB peringkat kedua,

s

= f(x,y,y ), yla) = n yla) = L

diterbitkan oleh Suleiman

ditakrifkan sepertl berikut,

161,

bagi
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pengiraan y{(x,h).

Rumusnya

(1)



h, = H/N, N, genap,

£5 = y(xu] , nilai hampiran y di X
’ z !
y, = Yo +hly° + (hl/alf(xu.yo.yo ),
2 r r [2]
ym-zz 2'ym‘l-- ym * hl. f.[xn'ui'yn'u-] 'ymol ),
m= 0,1,..., N -1
H,h ) = i i X #
Fixgr Boh )= gy 27N 37y

Bagi pengiraan y (x,h), rumus (1) digunakan dengan menggantikan y

dengan y .

Rumus (1) dan (2) diterbitkan dengan menggunakan pengembangan
Taylor. Dengan cara yang sama boleh diterbitkan rumus untuk PPB

peringkat yang lebih tinggi.

Perhatikan pengembangan Taylor bagi Yoe # ¥

Yo disekitar {Xm.ym).

i 2. W 3 3 (lv)
Ve = ¥ ¥ 5hY o+ (25/207y o+ (125/6)h7y -+ (625/24)hy

+ (3125/120)h5y:)+ o(h®). (2.1)

’ 2 L 3 e ‘ flvj
ows =¥ 40y ¢ (16/2007y + (68/67y  « (256/24h’y

m:

* (256/30)h5y:’+ om®). (2.2)

! z 3 14 (1)

Yous = ¥q +Ohy_ v ios2m%y T e 2mem’y T - 27/emty Y
+ (81/40]h5y;”+ o(n®). (2.3)
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y _=y +2hy +2h’y  + (8/6)h%y + Q6s2a)nty
m+2 m m m
+ t:az/lzo)hs_v:’ + o(h®). (2.4)
_ : 2 n 3 e 4 (1v)
Yoa =¥ +hy o+ T2y o+ (hse)y + (h'/24)y
+  mdizoy '+ o). {2.5)
Kembangan Taylor untuk Y o ™ fﬁ“2 disekitar {xm.ym) ialah
2t ¥ Ly (iv) 2 (v Bhatvl) 4
v v
m+2 = f'rn-rz - ym * Zhym L b ym ¥ —g}'m + Qih , (2‘6)

L it

Bagi masalah y = fix,y,y .vy )

’ 1

Y(a3=110.yia)='n° y(a)=n°
Dengan menggunakan kombinasi linear yang sesuali bagi persamaan
(2.3) - (2.6}, boleh dihapuskan sebutan di sebelah kanan ke

peringkat h yang optimum.

Umpamanya kombinasi linear

b . | * ¥ =y .=hf (2.7}

menghapuskan sebutan hingga ke peringkat h sahaja, sementara
kombinasi linear,

Yog = W, W Y - hr (2.8)

m+3 m+2Z m+2

menghapuskan sebutan hingga ke peringkat b dan kombinasi linear,

¥ -3y _+ 3y -y -2nr " 2.9)
m m+2

menghapuskan sebutan hingga ke peringkat n’.



Oleh itu kombinasi linear dalam (2.8) adalah pilihan yang paling
sesuai, dan didapati pilihan ini mempunyai pekali-pekali binomial
dengan

3

4
y - 3y + 3y -y -hfm*z+0(h3.

m+3 m+2 m+l m

Penyelesaian bagi PPB peringkat ketiga, yix,h) diberikan cleh

rumus berikut

=2
[}

H/Nl . NI genap, l

-
]

y(xol , nilai hampiran y di X

i 3 e 3
y =y + hlyo - (h]/Z)yo + (hi/s)fo.

1 o
y. =y + 2h ¥y " 2h 2y % (47307 £ H (3)
2 170 0 1o’
¥ = 3y - 3y + ¥y +h°r
me«+3 me+2 m+1 m 1 me+2 '
m=0,1,. .NI-Z.
1 1 1
Y(X+H'hl)_74'yu a1 T2 Ty o

Sementara y (x,h) diberikan oleh rumus titik tengah . mn -5

(2) dengan y digantikan cleh y., dan y (x,h ) diberikan oleh rumus

e

(1) dengan menggantikan y dengan y

(Iv) _

Pengembangan Taylor bagi Yon

f di sekitar (x ,y ) ialah
m+2 m“m

(IVJ= £ =y (iv)+ hy (v) + {h2/2)}'[v” § (h:i/s)y(vll?

m+2 m+2 m m m m

+ o)

L] ‘e

Bagi masalah y(M= fix,y.y ¥y vy )

iz tra l

y(a]=1r|o y[a)=n° , ¥ {ai=n° , ¥y (a) =17

0
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kombinasi linear yang paling sesuai sekali adalah

T m+4

dan penyelesaian bagi

rumus berikut.

_4y

m+3

+ 6y

m+2

- 4y

m+

4

% = hl
1 m m

PPB peringkat keempat,

+ O(h5).
+2

y{x,h) diberi

oleh

hl = H/‘N’l ; Nl genap,
¥ = y(xD) s nilai hampiran y di X
, . - 5 i
M h]yo + (h]/z)yo + (hL/G)yo + (h’/24}f° 4
y.=y_ + (20 )y + (2h%)y_ « (8/6)h %y + (16/24)h*f
Yz g 1Yo Yo 1 Yo i
’ 2 o 3 LA 4
LR P (.’.lhl)ytJ + [9/2)hiy° + (27/6)hly0 + (81/24)h1f°
4
ym*4 = 4yrn+:3- 6ymo2 * 4ym+: - ’vm hifm+2 '
m = 0,1, .Nl-J,
g 1 1
Vixgr Hoh ) =y 0 % 2% % W

i i i

dengan y (x,h) diberikan oleh rumus (3), y (x,h) diberikan oleh

2

y (4)

rumus (2), y

(x,h) diberikan oleh rumus (1!, dengan y dalam rumus

’

/4
tersebut digantikan masing-masing dengan y , ¥

‘

;

dan y

‘

‘

Begitulah seterusnya jika kita mempunyai masalah PPB peringkat ke

d,

(d) !
Y = f(x.)’-!f-)’

’

7

yeend

d-1)
ll)

r

yla) = n y'(a) =,

.Y [a]=no

¥

(d-1)

dengan penyelesaiannya diberikan oleh rumus berikut,
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H/N Nl genap, W

B =
1 |
Fo = yix ) .dr_xtleu hampiran y di x ,
= 1,0 d
Vg ™ B % }J:_[hl yo 7/ dt o+ (hzdDf
e J () d
= i 2 4
Yo = Yo * )12_1(2h11 yo 73t + [2h))anr .
b (S)
= 1,00) 4
= - H e 1
Yaor™ Yo ¥ %:.“d Dh 1y 22+ (d-Dh 1d0r,
: (j+1) d d
Tmia ?:1(‘1] Clym*ﬂ—J ’ hlfrmd/z '
m =0,1,2,. N ={d-1)
=4 1 1
Fixge H'h1]—?yul-1+ fyni * Eyul*l

jika d genap. lJika d ganjil maka % i dalam (5) akan digantikan

dengan,

d
{J+1) d d
= =l C +h .
¥ ?_1( ) ] ym»d—] I m+ldel)/2

dengan |’C‘_ = n!/((n-r)'r!)

Rumus (5) ini memberikan ralat pangkasan setempat oth*"). Teorem
berikut menun jukkan bagaimana kombinasi linear dengan
pekali-pekali binomial dalam rumus di atas adalah pilihan yang

paling sesuai sekali.



Teorem. Kombinasi linear dengan pekali-pekali binomial dalam rumus

(5],

d
- - (hérar ji 5.
J)ED (1) Cj_vm’d_] (hsa) f . jika d genap (5.1)
dan
. 1 d d
- g - 1 3 HH S_
%:o( 1) C_'I - (hl/d.} fmv(dle/Z Jika d ganjil (5.2)

memberikan ralat pangkasan setempat o(h*?!) dan adalah kombinasi

linear yang optimum ,bagi m,d,j € L

Bukti.
Misalkan wujud kombinasi linear lain yang juga memberikan 0(h®!),

katakan ianya

d
e ] 4 &
}_1:;:0{ 1) kJ A h,f'm'd/2 jika d genap (5.3)
dan
d J e 4
§=o{-” kj ¥ s = hlt‘mm‘m/2 jika d ganjil (5.4)

* L ]
dengan k_] € R dan kJ dinyatakan sebagai

L d
k = C +k, k € R.
J ) ] ]

Perhatikan bahawa kombinasi linear bagi d genap dan d ganjil
adalah sama kecuali pekali bagi h':. Oleh itu di sini hanya di
tumpukan kepada d genap sahaja kerana pembuktiannya adalah sama

untuk d ganjil.
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Kombinasi linear dalam (5.3) boleh ditulis sebagai,

d
_1yded _pd
{j:-o( 1 CJ + I»cj]y"ml_J hlfm‘yz (5.5)

Dengan menggunakan kembangan Taylor bagi ymfd,ym*d_l,ym‘d_z,...,
}.m‘d_“,...,ym dan fmﬂvz
dengan
. i . 2 re . 3 v

Lot U ¥ [(d=j)nly ~ + ([(d-j)hl"720y_ + ([(d-jh["/3M)y

+ (((d-pn)trany ™

m

dan

_ Z @ (del) 2 ( d+2)
sis =X Y ¥ [cl./ZJhyrrl + ([(dr2)h] /2!)3.fm +...

didapati sebutan pemalar dan pekali-pekali bagi h.hz.h SRR 1

bagi kombinasi linear (5.5) adalah sifar, iaitu

d
], d
= =
)}=°( )7 CJ +kJ]ym 0
d d i
T (-0'd-jit'c + xly =0
Tt ] ]
L™ dapts v xy =0 L (6)
Zl'_l-—-u J ] j Y =
1 Fan (a-1) (d-1)
(=)L Cda-pttt e sk 1y M 20
)=0 !
1 2L d,d {d) (d)
a!fj:ﬂ(;l) (d-j)°1 CJ - k}]ym - dlym =0

Diketahui bahawa kombinasi linear (5.1) memberikan O(hd”).

bermaksud pemalar dan pekali-pekali bagi h.hz.hj.....hd bagi
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kombinasi linear tersebut adalah sifar, iaitu

d
I
(-1) C = 0
}J:-o m
a=i : . ;
-1 d-j C =0
§=a (-1)"(d-j) %
1 2t ] 2 4 g
2L 0len® fey -0 + -

da=1
1 _qydpa iy ld-11 d td-1) _
ﬁ_—l}!§=° (-1)7(d J} ijm 0

p & J d d (d)
a!§=° (-1)° (d-j) CJym = 0

Persamaan (6) dan (7) menun jukkan kombinasi linear (5.5) mempunyai

O(hdd]. Jjika sistem persamaan berikut dipenuhi.
: J
(=1)k =0
§=D /e
d-1 §
b (—I)J(d—j)kj_\r =0
m
1=0
p - 3 ) Wit
E"?:g (=1)7(d=j) kj_vm =0 - (8)
d-1
@ L 0l ey s o
3 %
d-1
1 iy draond (d) _
d'.?_o (-1)7"(d-j) kjym =0
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Seterusnya memberikan sistem persamaan berikut,

d
K, =k + k, - (D%, =0
d-1,
(dlk, = (d=1)k + (d-2)k, = ...(-1)% 'k =0
2 2 2 d-1
@7k, - (d-1%k + (d-2)%, -...(-D*'k, =0
L (9)
(¥ % - @-1D"""% o+ (@2 -...-D*'x =0
o] 1 2 d-1
d d d da=-1
(@%, - (d-D% + (@-2)%, - ... D"k, _ =0

Sistem persamaan di atas adalah sistem persamaan homogen dengan
(d+1) anu dan (d+l) persamaan, oleh itu ia hanya mempunyai satu

penyelesaian sahaja iaitu penyelesaian remeh,

Misalkan wujud kombinasi linear lain katalah
d -

1 d

Y (-1 3 F iy ™ hf

meds2
)=0

yang memberikan ralat oth*h dengan i > 1. Maka kita akan dapati

satu sistem persamaan seperti dalam (9) yang mempunyai (d+l) anu

dan (d+i) persamaan, yang' mana [ni juga akan memberikan
L] L ] L] L]

penyelesaian remeh Cym G me, W = 0.

Oleh itu telah terbukti bahawa hanya satu kombinasi linear bagi

PPB peringkat d yang memberikan ralat O(h*"), iaitu kombinas
linear yang pekali-pekalinya mempunyai kembangan binomial sepeTi

dalam (5).



P
Pengiraan bagi y (x,h) boleh didapati dengan menggunakan rumus
(5) untuk d-1 dan menggantikan y dengan y , sementara pengiraan

LS
bagi y (x,h) didapati dengan menggunakan rumus (5) untuk d-2 dan

e

y digantikan dengan y . Begitulah seterusnya untuk mendapatkan
pengiraan ¥  (x.h), ¥ 7(x.h) sehinggalah v ?(x,h).
Pengiraan bagi y(d_n(x.h) pula didapati dari rumus (1) dengan

menggantikan y dengan gt A,

3. Algoritma dan keputusan berangka

Kaedah ekstrapolasi dan kaedah yang diterbitkan dalam bahagian 2

telah digunakan untuk menyelesaikan PPB peringkat keempat,

(v ’ i ra

)
y o= fxyy .y oY ).
Dalam menyelesaikan masalah di atas kamiran dilakukan dari titik

X ke x_ menggunakan panjang langkah HN , N = {2, 4,8 16

m-1

...} dengan a = xo< xl( xz...< x = b. Ini memberikan penyelesaian
n

’ i aa

hampiran )’m, Y ¥ dan Y. yang masing-masing dinyatakan

() 0} (0) 10} = 7 _
al a .Nilai-nilai ini
L, J,0 1,51

dengan a an
g 3,2 9 1,1,3

diekstrapolasikan  supaya nilai hampiran yang lebih baik

diperolehi.  Akhir  sekali am am ) -

(5}
an
10,0 Lo d

a '

1,0,2 1,0,3

diambil sebagai nilai hampiraar yang terbalk bagi vy , y , v dan
m m

m
Y

b . Di titik X panjang langkah yang baru dikira supaya

m
ot P

penyelesaian hampiran tagi y. ¥y ¥ .y memenuhi kejituan yang

diperlukan.
Berikut ialah ajgoritma asas bagi penyelesaian PPB peringke

keempat. Panjaag langkah awal Hy dipilih seperti dalam Shampie

dan Gordon [7] , dengan mengandaikan panjang langkah bagi kadah
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peringkat sifar.

Algoritma

Langkahl:Tetapkanxu=a,p=5.h=H i

o
Langkah 2 : Jika X > b berhentikan perkiraan ,

L.angkahB:x=x°+H.

Langkah 4 : Letakkan j =0 ,

Langkah S5 : Dengan NJ = g dan hJ = H/NJ.

(0) [{:3] (0) (0)
, a - . a .
11,0 L1 L2 1,1,3

Nilaikan a
I=12..s,
Langkah 6 : Jika j = 0 , letakkan j = | ,pergi ke langkah 5 ,
Langkah 7 : Ekstrapolasikan sehingga mendapat ,

W w
Lo,0 ' “hoa ' TLe.z ' L0

i=12,..5 .
Langkah 8 : Jika j = 2 pergi ke langkah 5 ,

) B _ _U-D
Langkah 9 : Letakkan e = maks [| a o' - a " B

(n (-1 m (-1
| a - A | 1 a) [

1,0,1 1,0.1 1,0,2 1,0,2

| LS TIR E Il
1,0,3 1.0,3 :

Jika cls toleran pergi ke langkah 11 i = L,2,....s
Langkah 10 : Jika j = p, j = j#l, pergi ke langkah S.
Langkah 11 : Letakkan H = H/2 pergi ke langkah 3.

Langkah 12 : Letakkan yl(x) = a:J; g+ % (x) = :"‘,(;’1

] 1) 1 m

X (x) = a\w‘z « ¥ (x) = 35,3 i=12,...,s

Langkah 13 : Letakkan H = ( Tol/e) = .

Langkah 14 : Pilih H = miln H1 5



Langkah 15 : Letakkan X =%, kemudian x = X, * H , pergi
ke langkah 2.

Kaedah di atas digunakan dengan mengandaikan y(x,h), ¥y (x,h),

¢

y (x,h) dan y (x,h) mempunyai kembangan h® berbentuk

3 4 6 ZN
yix) = ylx,h) + A;h + Azh + Aah + ot ANh + RN(h).

2N+2

dengan RN(h] = o(h™ 7).

Sebagai perbandingan, masalah yang sama diselesaikan dengan kaedah

’

yang sama dengan y(x,h), vy (x,h), y (x,h) dan ¥

’

(x,h)
mempunyai kembangan h sahaja,
z 3 N
y(x) = y(x,h) + th + Czt_] 4 C:th + ot CNh + KN(h],

dengan K (h) = o™

Masalah berikut diselesaikan dan keputusannya diberikan di dalam

lampiran.

Masalah 1

(l\-‘]= v, v(0) = 0, y (0) =1,

.

y 0)=0 y (0)=-1,

0 =x=n
Penyelesaian
y = sinx.
Masalah 2
L Yoy =1,  y o) =1,
y (o) =1, y (o) =1,
0 =x=50.
Penyelesaian
y=e"
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4. Kesimpulan

Dalam membincangkan keputusan dalam jadual 1| dan 2 yang terdapat
di lampiran, wajar dinyatakan di sini norma penilaian yang
digunakan oleh sebilangan ahli analisis berangka. Bagi sesuatu
kaedah yang ralat pangkasan setempatnya ((hP), boleh dibuktikan
bahawa ralat sejagatnya ialah O{hp'l}, lihat umpamanya Shampine
dan Gordon [7). Kesimpulannya, jika seorang pengguna memeriukan
toleransi 10" pada ralat pangkasan setempat maka ralat sejagat
0(10‘9'1) dan 0(10—'”2) adalah merupakan ralat yang masih

terkandung dalam batasan toleransi yang dikehendaki.

Perhatikan juga keputusan dua belas masalah yang diselesaikan oleh
Shampine dan Gordon [7] menggunakan kod mereka bagi menyelesaikan
sistem persamaan pembezaan biasa. Kod dalam [7] adalah suatu kod
kaedah multilangkah berubah peringkat dan panjang langkah yang
cekap. Oleh itu jika seorang pengguna memerlukan toleransi 107"
dan mendapat kaedah yang memberikan penyelesaian dengan ralat
sejagat 10°® tetapi <engan bilangan langkah dan penilaian fungsi
yang banyak, maka kebanyakan ahii analisis berangka beranggapan
bahaws penyelesaian tersebut kurang cekap berbanding dengan suatu
kaedah lain yang memberikan penyelesaian dengan ralat sejagatnya
dalam batasan toleransi (QUO ™) atau ((10™?) dengan bilangan
langkah dan penilaian fungsi yang sedikit. Kaedah kedua memberikan
pulangan yang lebih baik kerana ia menjimatkan masa dan kos,
tambahan pula pengguna tidak memerlukan kejituan yang lebih dari

yang diperiukan.
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Darj jadual 1 dan 2, didapati bagi toleransi 10_2. kaedah A2 yang
menggunakan kembangan h mempunyai penyelesaian yang lebih jitu
dari kaedah Al yang mengandaikan kewujudan kembangan h2 dengan
jumlah panjang langkah dan jumlah penilaian fungsi yang sama.
Dengan itu bagi toleransi tersebut, kaedah A2 lebih baik dari Al

® dan 10 walaupun kaedah A2 lebih jitu

Bagi toleransi 104, 10
dari kaedah Al, tetapi ralat sejagat bagi kaedah Al masih dalam
batasan toleransi yang dikehendaki dengan kiraan jumlah langkah
dan jumlah penilaian fungsi yang kurang jika dibandingkan dengan
kaedah AZ2. Perbezaan jumlah p'enilaian fungsi ini lebih ketara lagi
bagi toleransi 10™° dan 10°%. Berdasarkan keputusan ini dan norma

yang telah dibincangkan, kaedah Al dianggap lebih baik dari kaedah

AZ Dbagi toleransi tersebut.

Dengan itu pada keseluruhannya bolehlah disimpulkan bahawa kaedah
Al adalah lebih baik kalau tidakpun sekurang-turangnya sama baik
dengan kaedah A2. Namum demikian sebelurn sesuatu kesimpulan yang
muktamat dapat dibuat adalah wajar dibuktikan kewujudan kembangan
h? bagi PPB peringkat ke d. Kajian selanjutnya perlulah dilakukan

ke atas PPB peringkat yang lebih tinggi lagi.
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Lampiran

Keputusan berikut didapati

dengan menggunakan komputer UNISYS

1100/60. Tatatanda yang digunakan dalam jadual membawa maksud

berikut

TOL ~ Toleransi yang dipilih.

KSTEP ~ Bilangan langkah.

KFN ~ Bilangan penilaian fungsi.

KFA  ~ Bilangan langkah yang gagal.

EMAX ~ Ralat maksimum

| y(xh) ol |

, dengan y(xﬂ]

adalah penyelesaian tepat dan . penyelesalan

hampiran.
Kaedah
Al : Penyelesaian yang mengandaikan kembangan h? wu jud.
A2 : Penyelesaian yang mempunyai kembangan h sahaja.
Jadual 1 : Keputusan berangka bagi masalah 1.
log  tol Kaedah KSTEP KFN KFA EMAX
-2 Al 13 403 0 1.98 X 10':
A2 13 403 0 .22 X 107
-4 Al 21 651 0 1.38 X 107,
A2 22 682 o] 7.91 X 10
-6 Al 41 1271 @ 7.69 X 10“:
A2 46 1426 0O 4.32 X 107
-8 Al 102 3162 0 3.45 X 10‘:
A2 117 3627 0 1.59 X 107
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Jadual 2: Keputusan berangka bagi masalah 2.

log,tol  Kaedah KSTEP KFN KFA EMAX
-2 Al 18 558 0 6.59 X 10::
A2 18 558 0 5.33 X 10
-4 Al 42 1302 0 3.48 X 10:3
A2 46 1426 0 2.00 X 10
-6 Al 112 3472 0 1.37 X 107
A2 128 3968 0 6.80 X 10
-8 Al y 200
A2 > 200




