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Dalam kertas ini, analog-q yang kedua untuk polinomial Rm dalam 

dua pembolehubah dipeekenalkan. Analog-q kedua ini didapati setara 

denqan analog-q pertama bagi Rn yang telah dibincangkan dalam satu 

kertas kerja yanq lepas. Kasus khaa daripada hubunqan kesetaraan 

ini ialah transformasi linear terhadap polinomial Rn. 

Abstract: 

In this paper, a second q-analogue for the Rn polynomial in two 

variables is given. This second q-analogue is found to be 

equivalent with the first q-analogue of Rm discussed in a previous 
work. A special case of this equivalence relation is the linear 

transformation of the Rn polynomial. 



1. pensenalan 

Polinomial Rn(b,br;x,y) ialah suatu polinomial hiperqeometri 

yanq ditakrifkan sebagai (lihat carlson[Z],hal.l30) 

n! & (b,m) (b',n-m) Rn(b.b';x,y) = -- m! (n-m) ! xmy"-', 
(c,n) n = o  

denqan ncw, b,b',x,ycC, c=b+b' dan (c,n)tO. Unqkapan (a,m) ialah 

simbol Appell yanq diberi takrif 

Polinomial Rn ini boleh ditulis dalam sebutan polinomial 

hiperqeometri 2F, dalam berbaqai cara. Satu daripadanya ialah 

(lihat Carlson[Z],hal.l79) 

Dalam (11, satu analog-q baqi polinomial Rn(b,b';x,y) telah 

diberikan. Analog-q tersebut yanq ditandakan dengan 

Rn(b,b';q,x,y), atau rinqkasnya Rn(q), ditakrifkan sebagai 

denqan d=bbt dan (a;q)"=a(l-aq) (1-aq2). . . (1-aqn-') , (a,ql0=l. 

Dalam [I], beberapa perkara berikut, yanq penting dalam kertas 

ini, telah dibuktikan : 



Funqsi 20, dalam (1.8) ialah analog-q baqi funqsi hipergeometri 

2F, (lihat Slater[Sj,Bnb 3). Persamaan (1.8) juqa setara denqan 

Dalam kertas ini kita akan Cuba dapatkan analog-q baqi 

transfomasi linear terhadap Rm(b, b' :x, y) , iaitu (lihat 

Carlson[2j,hal.l41) 

denqan ncw, b,b',x,yck, c=b+b8. Dalam usaha ini, satu laqi 

analog-q baqi (1.1) terpaksa diperkenalkan. Analog-q kedua ini 

kita tandakan sebaqai ~~(b,b';q,x,y) atau rinqkasnya ~l(q). 

Pemasalahan dan takrifan ~;(q) akan diberi dalam seksyen 3. 

Baqaimanapun Rn(q) dan ~i(q) adalah setara. Daripada kesetaraan 

inilah transfomasi (1.10) dan (1.11) muncul sebaqai kasus khas. 

Kesemua ini akan dibuktikan dalam seksyen 4. 

2. Penvusunan siri dan rumus berkaitan dewan 

Satu rumus yanq akan diqunakan dalam kerja kita nanti ialah 

penyusunan semula sebutan dalam siri. Satu jenis yang akan 

diperlukan ialah 

Untuk pembuktiannya, sila lihat Rainville[4],hal.57. 

Rumus yanq berkaitan denqan (a;¶) juqa kerapkali diqunakan 

dalam penulisan semula siri-q. Kesemua fakta berikut ada 

dibuktikan dalam Slater[S],Bab 3, yanq mana pembaca boleh merujuk 

untuk sebaranq bahan yanq tidak dilazimi: 



Persamaan terakhir ini juga dikenali sebagai analog-q teorem 

Vandermonde. 

3 .  Analog-q yang kedua untuk polinomial Rn 

Ungkapan ( 1 . 3 )  dalam bentuk siri ialah 

Dengan menggunakan teorem binomial, sebutan ( x ~ y ) ~  kita 

semula sebagai 

( 3 . 2 )  

Menggantikan, kita peroleh 

( 3 . 3 )  

seterusnya dengan menggunakan beberapa hubungan simbol Appell, 

( 2 . 1 )  dan teorem Vandermonde, maka transformasi ( 1 . 1 0 )  dan ( 1 . 1 1 )  

dapat dibuktikan. 

sekarang kita cuba guna jalan kerja di atas untuk R n ( q )  pula. 

Kita mulai dengan ( 1 . 8 )  dalam bentuk siri, iaitu 



Jika kita tulis ((qx) / (b'y) ).=(l-(1-(qx) / (biy) ) ) -  dan guna teorem 

binomial, maka masalah yanq timbul ialah terdapatnya campuran 

simbol Appell (a,n) denqan simbol ( a q .  Untuk usaha seterusnya 

kita pertimbanqkan teorem binomial-q (lihat Slater[Sl,hal.92). 

iaitu 

atau, denqan menqqantikan z denqan (1-z), maka 

Perhatikan bahawa, jika z=x/y dan diambil had q+1, maka (3.61 

menjadi (3.2). Perhatikan juqa bahawa dalam mendapatkan (3.31, 

kita telah qantikan (x/~)- dalam (3.1) dengan ,%(-m;l-(X/Y) 1. 
Tetapi untuk analog-q, kita tidak boleh mengqantikan ( (qx) 1 (b'y)). 
dalam ( 3 . 4 )  denqan 

kerana mereka tidak bersamaan 

Kegaqalan usaha di atas ini membawa kesimpulan bahma 

analog-q yanq kedua bagi (1.1) perlu diperkenalkan. 

analog-q kedua ini kita beri tatatanda ~z(b.b~;q,r,Y) &tau 

rinqkasnya Ill(¶). Setelah beberapa percubaan. ~l(q) yanq .esuai 

denqan matlamat kita ialah 



Sebagaimana Rnfq), R:(q) juga bersifat homogen, iaitu 

Jika digantikan b,br dengan qb, qb' dan ambil had q+l, maka boleh 

ditunjukkan bahava 

Jadi R;(q) juga merupakan analog-q bagi Rn. Apa yang lebih menarik 

ialah R;(q) d m  Rn(q) adalah setara, iaitu setiap catu boleh 

ditulis dalam sebutan yang lain. Hal ini akan dibuktikan dalam 

seksyen berikutnya. 

4. Xesetaraan antara ~'(q) dan R (q) 

Daripada persamaan (3.7). penggunaan hubungan (2.4) terhadap 

(b';q)--- dan (q;q)"_ menghasilkan 

dengan ~=y"(bl ;q) "1 (d;q)". Penggunaan rumus (2.4) sekali lagi 

terhadap (q;q) kita dapat 
.-k ' 

Menggantikan, maka (4.1) menjadi 



Hemandangkan (q-";q)m=o jika m>n, maka penghasiltambah di 

atas boleh digantikan dengan xs0. Seterusnya dengan menqgunakan 
rumus 2 . 1  persamaan (4.3) dapat ditulis semula dalam sebutan 

polinomial >#,, iaitu 

dengan 
-0.k ,Q, (4) = ,bqk;q'-""1b';q.q) . (4.5) 

Dengan menggunakan analog-q teorem Vandermonde (2.5), maka boleh 

ditunjukkan bahawa 

Pengqunaan rumus-rumus ( 2 . 2 ) ,  (2.3) dan (2.4), membolehkan (4.6) 

ditulis semula sebagai 

(-dqk) k(d;q)"(q'-"/b';q)k 
,#, (q) = kIk.1112 (4.7) 

(dX) " (b' ;q)"bnq 
Penggantian ini ke dalam ( 4 . 4 ) ,  menqhasilkan 

atau 

Persamaan (4.10) diperolehi dari penggunaan rumus (1.91, manakala 



(4.11) didapati dari penggunaan rumus (1.7) dan mengambil kira 

w-1-(xly). Jika b,b' diqantikan dengan qb,qb' dan ambil had q-rl, 

maka (4.9) menjadi 

Persamaan ini juga terdapat dalam Carlson[2],hal.l79. Oleh yang 

demikian, persamaan (4.9) merupakan analog-q bagi (4.12). 

Dalam persamaan (4.1) jika kita gantikan (y-x)q-I-" dengan 

x dan q'-"/d dengan b', dan juga guna hubungan (2.3) serta (1.6), 

maka persamaan (4.11) didapati setara dengan 

Hubungan (4.11), (4.13) dan (4.14) menunjukkan ~i(q) dan Rn(q) 

adalah eetara. Hubungan (4.13) dan (4.14) juga sebenarnya ialah 

analog-q bagi transformasi linear (1.10) dan (1.11). Ini boleh 

dibuktikan dengan menggantikan b,br dengan qb.qb' dan ambil had 

q+1. 

Dalam kertas ini kita telah memperkenalkan analog-q yalg 

kedua bagi Rn(b,bl:x,y) yang ditandakan sebagai ~~(b.b';q,x,l). 

~i(q) ini didapati setara dengan analog-q yang pertama iaitu 

Rn(b,b';q,x,y). Xasus khas daripada kesetaraan ini Lalah 

transformasi linear untuk Rn(b,bt;x,y). Dalam teori funqsi-4, 

adalah tidak aneh jika terdapat beberapa analog-q yang berlainan 

untuk fungsi yang sama. Perkara yang serupa telah diperlakukan 

oleh Jackson(31, di mana beliau telah mentakrifkan dua sirl-q yanq 

berlainan untuk ungkapan eksponen ex. 

Penghargaan : Penulis berterima kasih kepada pihak Perpustakaan 

ZTTPl atas usaha untuk mendapatkan makalah (31. 
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