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ABSTRAK 

Kaedah Zubov diperluaskm kepada sistem skalar  berubah 

masa d m  fungsi Liapunav dibina. Domain tar ikan bagi s is tem 

tersebut  dikaji dan didapati penumpuan tak seragam juga 

berlaku dalam sistem tak berautonomi. 



1. PENCENALAN 

Kajian dan analisis telatah asimptot. kestabilan dan 

domain tarikan sistem tak berautonomi merupakan bidang yang 

penting dalam teori kestabilan yang belum banyak menerima 

perhatian. Grujic i l l  mempersembahkan analisis pengaruh da ta  

awal ke a t a s  telatah dinamik d m  s i fa t  kestabilan bagi sistem 

t& pegun dan mendapatkan hubungan daripadanya. Ramai 

pengarang seperti  Kalman 121. Mandal 131. Newman i41 dan Puri 

151 mengkaji sistem berubah masa yang s tabi l  seca ra  asimptot 

seluruhnya dan justeru itu domain kestabilan merupakan ruang 

menyeluruh. 

Kita tahu bahawa untuk sistem berautonomi peringkat 

kedua 

x = fix,),) (1.1) 

4 = g(x,y) 

persamaan Zubavnya ialah 

yang berperingkat satu dengan V1x.y) fungsi Liapunov, @(x,yl 

fungsi tentu positif dan 'decrescent' dan e mengambil nilai 0 

atau 1. Jika e = 1, persamaan (1.2) dikenali sebagai persamaan 

sekata Zubov manakala e = 0 memberi persamaan Zubov 

terubahsuai. 

5istem ekaiar berubah masa 

x = f1x.t) 



pula akan memberi persamaan Zubov peringkat pertama berbentuk 

Fungsi V(x.tl mengikut Zubov [61 mesti rnempunyai s i f a t  tentu 

positif dan 'decrescent' dalam rantau kestabilan jika B(x.tl 

tentu positif dan 'decrescent'. 

Persamaan Zubov (1.21 boleh diselesaikan seca ra  

analisis a t au  dalam bcntuk s i r i  tetapi dalam kebanyakan kes 

penyelesaian analisis tidak mungkin boleh dicari .  Daiam 

beberapa ker tas  L7.8.91 telah ditunjukkan bahawa penyeiesaian 

s i r i  terpangkas hanya memberi sempadan kestabilan hampiran dan 

sempadan ini tidak mendekati sempadan sebenar seca ra  

berekanada dengan penokokan nombor h a d  tambah separa  N. .- 
Dalam ker tas  ini persamaan Zubov 1 . 4  disiasat dan 

diselesaikan dengan menggunakan teknik penyelesaian s i r i  

2. PENYELESAIAN SIR1 

Katalah sistem skalar berubah masa 11.31 ditulis 

sebagai 

a tau 

dengan f ,  fungsi bagi x dan t dan berdar jah i dalam x. 

Jadi, bolehlah ditulis 

f = a l t l x r ,  
r r 

r = 1.2. .... mf 12.31 



Katalah fungsi @lx.tl dalam 11.41 dituiis sebagai 

dengan c I t 1  dianggap sebagai fungsi terbatas. 
I 

atau 

@ = @= + @ + . . +  0 
3 mB 

12.51 

dengan @ fungsi bagi x d m  t d m  bcrdarjah i dalam x. Maka 
I 

Sekarang bina fungsi Liapunov V(x.tl berbentuk 

dengm b I t )  fungsi terbatas, 
I 

atau 

V = V + V3 + V4 + .... + V 
2 mv 

(2.81 

dengan V fungsi bagi x dan t dan berdarjah i dalam x. 
I 

Maka 

Vs = b,1t)xs , s = 2.3 ...... mv 12.91 



db It) 
dengan b I t 1  = 

dt  

Gantikan (2.21. 12.51 dan 12.81 ke dalam 11.41 menjadi 

= - 1 9 2 + . . . + B  1 1 1 - V -  .... - V  
2 mv 

(2.131 

= - + ... + Bm91 (2.141 

dengan (2.131 persamaan sekata dan (2.14) persamaan 

terubahsuai. 

Menyamakan sebutan berdarjah sama dalam x 

(2.141) 

dan seterusnya. 

Justeru itu, umurnnya 

diperoleh luntuk 

untuk n 2 3 .  



Daripada persamaan-persarnaan di atas pekali b ( t l  bagi 
I 

fungsi Liapunov boieh dicari apabila $ diketahui. Jadi 

daripada (2.151, b ( t l  dan bahagian kuadratik V2 boleh dicari .  
2 

Gantian V kc dalam (2.161 mernbenarkan supaya b ( t l  ditentukan 
2 3 

dan dengan demikian V diperoleh. Dengan menyambung proses ini 
3 

sebutan dar jah tertinggi Vmv boleh diperoleh. Ini membolehkan 

kita membina fungsi Liapunov dtngan kaedah s i r i  dan justeru 

itu domain tarikan yang tepat  boieh ditcntukan jika 

penyelesaian bentuk ter tutup diterbitkan daripadanya. 

3. MASALAH YOSHIZAWA [ I 0 1  

i )  Pertirnbangkan sisrem skalar  berubah masa 

-t 2 x = - x + 2 e  x 13.1) 

yang mempunyai kembangan s i r i  kuasa menumpu dan keseimbangan 

bahagian linear sistem ini s tabi i  seca ra  asimptot dan justeru 

itu sistern (3.11 stabii  secara asimptot. Sistem ini mempunyai 

penyeiesaian 

untuk x , t yang diberi. 
0 0 

Penyelesaian ini mendekati s i f a r  apabila t + m dan ia  t ak  

terhingga pada 



Domain tarikan bagi keseimbangan iaiah 

2 Sekarang pilih + = x . 

Menggunakan 12.91, 12.101, 12.111 dan (2.181, b2(tl, 

b l t l ,  ..., b (t) boleh dicari dan justeru i tu  Vz, V 3 , . . .  VmV 
3 mv 

diperaieh. Sebutan V yang diperoleh ialah 

Oieh yang demikian fungsi Liapunav menjadi 

V = V + V + ..... 
2 3 

Z 
2t 2 -3t 3 

1 + e x + e x + e x + ..... 1 

Jadi penyeiesaian bentuk ter tutup bagi persamaan Zubov 

diperoleh dan domain kestabiian asimptot atau domain tarikan 

diperoleh secara automatik sebagai - m < x t e', iairu domain 

tarikan sebenar. 



Penumpuan bagi penyelesaian s i r i  ini dikaji mengikut 

hasiltambah separanya yang genap d m  ganjil. Mula-mula 

pertimbangkan hasiltambah separanya yang genap dengan 

mengambil fungsi Liapunov berdarjah dua 

2 dengan v = -x 11 - 2xe.'). 

I t  V tentu negatif untuk -m < x < - e 
2 ' 

1 t Maka rantau kestabilan asimptot (RKAI -m < x < * ter le tak d i  
2 

t dalam domain tarikan, D : -a < x < e . Dengan mengambil 

hasiltambah separa  sebagai 

diperoleh 

RKA nya -m < x < ---- e' iebih besar daripada 

1 1  
-m < x < - e tetapi kecii daripada domain tar ikan D. 

2 

Nyata apabila hasiltambah separanya yang genap ditokok. RKA 

akan membesar. Sempadan RKA &an menumpu kepada sempadan 

t 
sebenar x = e apabila n mendekati ketakterhinggaan. 

Pertimbangkan pula hasiltambah separanya yang ganjil 

dengan mengambil 



dan diperoleh 

dan v tentu negatif untuk 1x1 < et 
fi 

t 
Jadi RKA adalah 1 x / < - et yang ter le tak di dalam 1x1 < e . 

Cr 
Dengan menokok hasiltambah separanya kepada fungsi Liapunov 

bcrdarjah lima 

diperoleh 

v = -x2(1 - 5x4e-"1 

RKA 1x1 < -  t 
e lebih besar daripada 1x1 < - I e t  z- J;- 

dan terkandung dalam 1 x 1 < et. 

Apabila hasiltambah separanya yang ganjii ditokok RKA akan 

menumpu kepada 1x1 < e' . Justeru itu daripada analisis di 

a t as ,  RKA selalunya terkandung di dalam domain tar ikan untuk 

sebarang hasiltambah separa. Jadi daripada penyelesaian siri .  

hasiltambah separa  yang genap menumpu kepada domain kestabilan 

asimptot - oo < x < ef dan hasiltambah separa  yang ganJu 

menumpu kepada rantau penumpuan. / x  I < et. Jelas t a t aca ra  

s i r i  ini juga mcmpunyai masalah penumpuan t& seragam bagi 

rantau kestabilan asimptot kepada domain tarikan seperti  yang 

berlaYu dalam sistem berautonorhi. 



iil Sekarang pertimbangkan pula sistem yang rnempunyai rantau 

kestabilan yang dibatasi oieh 1x1 < et. Sistem berubah masa 

3 -21 
i = - x + 2 x e  (3.1) 

yang mempunyai penyelesaian 

untuk x . t  sembarangan. 
0 0 

Penyelesaian ini mendekati s i f w  apabiia t i + m dan i a  t ak  

terhingga pada 

Domain tarikan bagi keseirnbangan ialah -e < xn < e ' 

yang bersandar ke a t a s  t . Penyelesaian s i r i  yang diperoleh 

dengan menggunakan $ = x4 ialah 

Satu bentuk ter tutup penyelesaian persamaan Zubov diperoleh 

dengan 1x1 < e' sebagai domain tarikan iaitu domain tar ikan 

sebenar. 



Dengan menggunakan + = xi [I - xze~2' ) 'penyiesaian s i r i  

Zubov diperoleh sebagai 

dan penyelesaian ini juga memberikan domain tar ikan 1x1 < et 

4. KESIMPULAN 

Teknik penyciesaian s i r i  Zubov diperluaskan kepada 

sistem skalar  berubah masa dan didapati bahawa masalah 

Penumpuan tak seragam yang berlaku daiam sistem bcrautonomi 

juga beriaku kepada sistem tak  berautonomi. Dengan menggunakan 

fungsi @ yang beriainan, domain tarikan yang sama juga boieh 

diperoieh. Daripada analisis di a t a s  bolehlah disimpulkan 

bahawa RKA untuk sebarang hasiltambah separa  selalunya 

terkandung daiam domain tarikan. 
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