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Abstrnk. Penyelesaian tepat bagi persarnaan Burgen tak ho- 
nlogrn diperoleh d ~ n ~ a r l  cara menr~n~nkan persamaan t,ersebut 
kepada bentuk bilinear melalui penjelmaan pembolehubah tak 
bersandar. Penyelesaian yang diperoleh ndalah penyelmaian 
gelombang brrgerak dan penyelesaian yang menggarnbarkan 
penyatuan dua penyelesaian gelorn1,ang hcrgerak. 

1. PENGENALAN 

Diketahiui bahawa persalnaan Burgers 

menggambarkan peranibatan gelombarlg dalam ~nedan jauh hagi 
suatu sistem kelesapan tak linear (Drazin dan Johnson 111). Selain 
daripada itu persamaan ini juga digunakan unt,uk menerangkan 
aliran bergrlora daiam saluran (Bnrgers[2]), dan juga struktur 
sua.t,u gelorribang kejutan [Light,hill [3j). Persa~naan (1.1) mem- 
punyai pcnyelesaian gelomhang brrgerak berbcntuk 

dengan k sebarangan. Iiewujudan penyelesaian di atas adalah 
hasil daripada imbangan antnra krsan krlrsapan clan berolak pada 



persanlaan (1.1). Persamaan ini boleh disclesaikan secara tepat 
drngan nwnnrunkannya kepada persamaan resapan haha 

n~elalui penjelmaan Cole-Hopf (Cole [4], Hopf [5]) 

Penyelesaian (1.2) menggarnbarhn bahawa jika pada pcrmlllaan- 
nya wujud banyak gelorribang bergerak, rnaka gelombang- 
gelo~nlmng ini akan bersatu n~enjadi sat,u gelombang bergerak se- 
cara asimptot. 

Persamaan resapan tak linear jenis Fisher 

dengan F ( u )  polinon~ial terhadap l a ,  pada permulaannya wujud 
dalam teori peniilihan genetik suatu spcsis (Fisher [ 6 ] ) .  Per- 
samaan ini juga dit,erriui dalam teori pembakaran dan kinetili gas 
(Asis [7], Fife [8]) dan juga dalam teori reaktor nuk1ea.r (Canosa 

[91). 

Usaha-usaha mencari penyelesaian tepat bagi persaniaan (1.5) 
telah dilakukan bagi kes F ( u )  yang brrbentuk fungsi kuadratik 
clan kuhik terhadap u .  Ahlowitz dan Zeppctrlla [lo] telah 
rne~lgkaji persamaan 

AIereka ~nenggunakan analisis Painlev@ nnt~lk  lnemperolrh 
penyelesaian gelombang bergerak 
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Kawahara dan Tanaka[ll] telah mengkaji persamaan 

Ut = U,, + u(1- U)(U - y). 
Mereka mendapati persamaan ini mempunyai tiga penyelesaian 
gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan malar rnasing- 
masing u = 0,1, u = 0, y dan u = y , 1  Penyelesaian yang 
diperoleh adalah 

Selain daripada itu mereka juga telah menggunakan kaedah bi- 
linear Hirota dan memperoleh penyelesaian tepat yang menggam- 
barkan penyatuan gelombang bergerak 

dengan 

72=- JZ ' I x - ( t  , Jz I 
Motivasi daripada perbincangan di atas ialah untuk mencari 

penyelesaian gelombang bergerak bagi gabungan persamaan (1.1) 
dengan (1.6) dan juga persamaan (1.1) dengan (1.8). Pada amnya 
persamaan ini berbentuk 



yang dikenali sebagai persarnaan B'uyler~ tak  homogen. 
Dalam bahagian 2, dihincarlgkan dengan ringkas kaedah mm- 

cari penyelesaian gelonlbang bergrrak bagi persamaan (1.12) apa- 
bila F ( u )  = u ( l  - u) .  Manakala dala~n bahagian 3, dib~ncangkan 
pula dengan mendalam kes apahila F(u) = u ( l  - u ) ( u  - 7 ) .  ICertas 
kerja ini diakhiri dengan men~herikin licsi~npulan r i ~ l g h s  menge- 
m i  kaetlah yang digunakan. 

Penyelesaian bagi kes ini telah dibincang oleh Mohd.Nor [12]. 
Oleh kerana kaedal~ ini berkaitan dcngan apa ymg akan dignrlakan 
dalam bahagian 3, maka elok diterangltal~ secara ringkas kaedah 
yang digunahn untuk mendapa,tlian penyelrsaiannya itu. 

Pertimbangkan persalnaan 

dengan a,!) pe~nalar. Dalarn schutan f ,  melalui penjellnaan 

persamaan (2.1) tcrturun krpatla bmtuk bilinear 

Penyelrsaia~l gelombang bergerali yang menghampiri sifar apa- 
bila 1x1 -+ oo diperoleh dengan andaian 

dengan k clan w parameter Jika prrsamaan (2.4) digantikan lie 
dalam persamaan (2 .3) ,  maka pwsamaan (2.4) merupakan suatu 
pcnyelcsaian bagi prrsamaan (2.3) jika 
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Seterusnya, ungkapan tak tersirat bagi u diberi oleh 

Penyelesaian ini menggambarkan gelombang bergerak yang ber- 
tukar secara monoton dari 0 kepada 1 dan mempunyai halaju 
- (a  + 4b/a)/2. Gelombang ini merambat dalam arah negatif jika 
b > -a2 /4 ,  dalam arah positif jika b < -a2/4 dan berada dalam 
keadaan keseimbangan jika b = -a2/4.  

Sekarang kita pertimbangkan pula persamaan 

~t = auuI +u , ,  + bu(1- u)(u - y ) ,  

dengan a,b pemalar. Tanpa menghilangkan sifat-sifat fizikalnya, 
kita boleh andaikan 0 < y < 1. Dengan menggunakan hujah yang 
sama seperti dalam bahagian 2, melalui penjelmaan 

a 
U ( X ,  t )  = a-lnf(z, t), 

dx 

persamaan (3.1) terturun kepada bentuk bilinear 

Pekali a dalarn persamaan (3.2) mesti memenuhi 

Perhatikan bahawa penjelmaan (3.2) sama dengan penjelmaan 
(1.4) jika b = 0. Sebaliknya jika a = 0, penjelmaaa (3.2) ini tertu- 
run kepada penjelmaan yang telah digunakan oleh Kawahara dan 
Tanaka [ll]. 



Pe~~yelesaian grlomtmng bcrgerak diperoleh dengan andaian 

f ( r ,  t )  = ~ " ( 1  + eksp[kr - wt j ) ,  (3.5) 

dengar1 k dari w parametrr. Dengan mcma~uklian persamaan 
(3.5) ke dalam persaniaan (3.3), didapati bahawa pFrsamaan (3.5) 
merup,&an penyelesalan tak rmleh persamaan (3.3) bagi enam set 
parameter yang berikut: 

Perlu ditegaskan di sini bahawa b menentukan nilai u secara 
asimptot apabila r -t rn atau .r -t -w. Selain daripada. it,u, bagi 
ungkapan (3.63) hingga (3.8h). ungkapai~ (3.6a), (3.7a) dan (3.8a) 
masing-masing memberikan nilai u yang sama drngan ungkapan 
(3.Gb), (3.7b) darr (3.Sh). Akhirnya dip~roleh t i p  penyelesaian 
gelombang bergerak bagi 21 masing-masing diberi oleh 

1 1  
u(s , t )  = - + - tanh 

2 2 n 
(3.9a) 

Y 
U(X. t l  = + 1 tanh i - ( h a  - - ) t } ,  2 2 01 
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Penyelesaian-penyelesaian ini terturun kepada penyelesaian 
gelombang bergerak yang khusus bagi persamaan Burgers jika 
a -+ 0 dan kepada penyelesaian gelombang bergerak (1.9) jika 
b-+  0. 

Satu sifat yang menarik bagi persamaan (3.3) ialah persamaan 
ini mempunyai penyelesaian tepat yang menggambmkan penyat- 
uan dua gelombang bergerak. Dengan penggantian 

dengan 

maka boleh ditunjuklmn dengan mudah bahawa (3.10) meme- 
nuhi persamaan (3.3). Penyelesaian ini menggambarkan suatu 
keadaan tak pegun gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan 
u = O,? dan satu lagi u = 7,1 yang bercanturn (bersatu) un- 
tuk membentuk gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan 
u = 0,l.  Penyelesaian ini merupakan perluasan daripada per- 
samaan (1.10) d m  (1.11). 

4. KESIMPULAN 
Daripada perbincangan di atas kita lihat bentuk bilinear bagi 

persamaan evolusi tak linear yang ditulis dalam bentuk peng- 
operasi Hirota memainkan peranan yang penting dalam mencari 
penyelesaian tepat. Struktur persamaan bilinear adalah jelas dan 
memudahkan analisis aljabar. 
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