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PENYELESAIAN GELOMBANG BERGERAK
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Abstrak. Penyelesaian tepat bagi persamaan Burgers tak ho-
mogen diperoleh dengan cara menurunkan persamaan tersebut
kepada bentuk bilinear melalui penjelmaan pembolehubah tak
bersandar. Penyelesaian yang diperoleh adalah penyelesaian
gelombang bergerak dan penyelesaian yang menggambarkan
penyatuan dua penyelesaian gelombang bergerak.

1. PENGENALAN

Diketahui bahawa persamaan Burgers
uy = auty +u, o (a>0) (1.1)

menggambarkan perambatan gelombang dalam medan jauh bagi
suatu sistem kelesapan tak linear (Drazin dan Johnson [1]). Selain
daripada itu persamaan ini juga digunakan untuk menerangkan
aliran bergelora dalam saluran (Burgers(2]), dan juga struktur
suatu gelombang kejutan (Lighthill [3]). Persamaan (1.1) mem-
punyai penyelesaian gelombang bergerak berbentuk

3k
u(z,t) = % o+ o tanh k(z — 2kt), (1.2)

dengan k sebarangan. Kewujudan penyelesaian di atas adalah
hasil daripada imbangan antara kesan kelesapan dan berolak pada



2 MOHD.NOR MOHAMAD

persamaan (1.1). Persamaan ini boleh diselesaikan secara tepat
dengan menurunkannya kepada persamaan resapan haba

.ft = f:rr (13)

melalui penjelmaan Cole-Hopf (Cole [4], Hopf [5])

iz, 1) = gé-a;lnf(.r,z‘). (1.4)

Penyelesaian (1.2) menggambarkan bahawa jika pada permulaan-
nya wujud banyak gelombang bergerak, maka gelombang-
gelombang ini akan bersatu menjadi satu gelombang bergerak se-
cara asimptot.

Persamaan resapan tak linear jenis Fisher
wy = gy + cF(u), (1.5)

dengan F(u) polinomial terhadap u, pada permulaannya wujud
dalam teori pemilihan genetik suatu spesis (Fisher [6]). Per-
samaan ini juga ditemui dalam teori pembakaran dan kinetik gas
(Aris [7], Fife [8]) dan juga dalam teori reaktor nuklear (Canosa

[90).

Usaha-usaha mencari penyelesaian tepat bagi persamaan (1.5)
telah dilakukan bagi kes F{u) yang berbentuk fungsi kuadratik
dan kubik terhadap u. Ablowitz dan Zeppetella [10] telah
mengkaji persamaan

e = Uz +u(l —u). (1.6)

Mereka menggunakan analisis Painlevé untuk memperoleh
penyelesalan gelombang bergerak

1
1+ cksp{(£z — 5t)/VE}]?

u(z,t) = (1.7)
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Kawahara dan Tanaka[11] telah mengkaji persamaan
Up = Uzpp +u(l —u)(u—7). (1.8)

Mereka mendapati persamaan ini mempunyai tiga penyelesaian
gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan malar masing-
masing v = 0,1, u = 0,y dan v = ~v,1. Penyelesalan yang
diperoleh adalah

1 1
u(z,t B) & E tanh ——= .,\/_ [:}::r — —\/-f l)t]
wle, 1) = & + s tanh — |tz — —=(2 - )t (1.9)
L] 2 2 2./9 \/— )
oy U =g ) 1+~
EL(J,,t) =75 + T tanh 5‘\7‘5 [:*:I‘ + —\/_2—1] .

Selain daripada itu mereka juga telah menggunakan kaedah bi-
linear Hirota dan memperoleh penyelesaian tepat yang menggam-
barkan penyatuan gelombang bergerak

eksp(m ) + yeksp(i2)

T,t) =
U(_T, ) 1 + eks]_‘)(j‘?l) + CkSP(Th) ‘

(1.10)

dengan

1 =
o :E{r—(\/}y—jﬁ)t} (1.11a)
N2 = %{r—(\/‘z— \—;—z)t} (1.11b)

Motivasi daripada perbincangan di atas ialah untuk mencari
penyelesaian gelombang bergerak bagi gabungan persamaan (1.1)
dengan (1.6) dan juga persamaan (1.1) dengan (1.8). Pada amnya
persamaan ini berbentuk

Uy = auiy + uy, + bF (1) (1.12)



4 MOHD.NOR MOHAMAD

yvang dikenali sebagai persamaan Burgers tak homogen.

Dalam bahagian 2, dibincangkan dengan ringkas kaedah men-
cari penyelesaian gelombang bergerak bagi persamaan (1.12) apa-
bila F(u) = u(1 — u). Manakala dalam bahagian 3, dibincangkan
pula dengan mendalam kes apabila F(u) = u(1—u)(u—=). Kertas
kerja ini diakhiri dengan memberikan kesimpulan ringkas menge-
nal kaedah yang digunakan.

2. PENYELESAIAN GELOMBANG BERGERAK
BAGI KES F(u) = u(l — u)

Penyelesaian bagi kes ini telah dibincang oleh Mohd.Nor [12].
Oleh kerana kaedah ini berkaitan dengan apa yang akan digunakan
dalam bahagian 3, maka elok diterangkan secara ringkas kaedah
vang digunakan untuk mendapatkan penyelesaiannya itu.

Pertimbangkan persamaan

Uy = auuy + Uz, + bu(l — u), (2.1)

dengan a,b pemalar. Dalam sebutan f, melalui penjelmaan

®)
o
—

2 0
u(z,t) = El~5}_-1nf(z,f), (

persamaan (2.1) terturun kepada bentuk bilinear

26 .
f:rff“fzft :ffrz'.r:”_fxf:r +bff1_:.fr2- (23)

Penyelesaian gelombang bergerak yang menghampiri sifar apa-
bila |z| — oo diperoleh dengan andaian

f(z,t) =1+ eksp(kr — wt), (2.4)

dengan k& dan w parameter. Jika persamaan (2.4) digantikan ke
dalam persamaan (2.3), maka persamaan (2.4) merupakan suatu
penyelesaian bagl persamaan (2.3) jika

2
dan w=—— b

4

k ==

2o
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Seterusnya, ungkapan tak tersirat bagi u diberi oleh

| =

wlzt) =

1 a 1 4b
= =4 £ 24 2
+ 5 tanh 1 {.r + 2(a + ., )t} ' (2.5)

Penyelesaian ini menggambarkan gelombang bergerak yang ber-
tukar secara monoton dari 0 kepada 1 dan mempunyai halaju
—(a +4b/a)/2. Gelombang ini merambat dalam arah negatif jika
b > —a?/4, dalam arah positif jika b < —a?/4 dan berada dalam
keadaan keseimbangan jika b = —a?/4.

3. PENYELESAIAN GELOMBANG BERGERAK
Bact Kes Fu) = u(l —u)(u — )

Sekarang kita pertimbangkan pula persamaan

Uy = auty + Ugp + bu(l —u)u —v), (3.1)

dengan a,b pemalar. Tanpa menghilangkan sifat-sifat fizikalnya,
kita boleh andaikan 0 < ¥ < 1. Dengan menggunakan hujah yang
sama seperti dalam bahagian 2, melalui penjelmaan

0
u(z,t) :aé—);lnf(;r,i), (3.2)

persamaan (3.1) terturun kepada bentuk bilinear

frff = f.rft = (aa’ = 3)f.tf1’.r +ffzrr == b'Tff:r
+baly + 1)f,2. (3.3)

Pekali a dalam persamaan (3.2) mesti memenuhi

ba? + aa —2 =0, (3.4)
Perhatikan bahawa penjelmaan (3.2) sama dengan penjelmaan
(1.4) jika b = 0. Sebaliknya jika a = 0, penjelmaan (3.2) ini tertu-

run kepada penjelmaan yang telah digunakan oleh Kawahara dan
Tanaka [11].
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Penyelesaian gelombang bergerak diperoleh dengan andaian
f(z,t) = €®(1 + eksp[kz — wt]), (3.5)

dengan k dan w parameter. Dengan memasukkan persamaan
(3.5) ke dalam persamaan (3.3), didapati bahawa persamaan (3.5)
merupakan penyelesaian tak remeh persamaan (3.3) bagi enam set
parameter yang berikut:

§ =0, k:é, w=byp=,  (3468)
5:%, k:—é, w = —%, (3.6b)
§=0, A:%. w:lr*f-ﬂlfz, (3.7a)
5:%, A-:—;—g, u.:bqu—z (3.7b)
5:&, A=—(1;”), w= 1;;’2, (3.8a)
B, k:1;7, w=—(1;272). (3.8b)

Perlu ditegaskan di sini bahawa ¢ menentukan nilai u secara
asimptot apabila z — o0 atau @ — —oco. Selain daripada itu, bagi
ungkapan (3.62) hingga (3.8b), ungkapan (3.6a), (3.7a) dan (3.8a)
masing-masing memberikan nilai v yang sama dengan ungkapan
(3.6b), (3.7b) dan (3.8b). Akhirnya diperoleh tiga penyelesaian
gelombang bergerak bagi © masing-masing diberi oleh

1 1
i(z,t) = = Stdnh%{r—( a—l)t}, (3.9a)
F4 FA P44 4 ¥
w(z,t) = %+gtanh%{x—(ba—l)t}, (3.9b)
1 ] — ~
ufx; i) = % = L tanh 19 i {7: -}-(Ltl)t}
2 2a o
(3.9¢)
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Penyelesaian-penyelesaian ini  terturun kepada penyelesaian
gelombang bergerak yang khusus bagl persamaan Burgers jika
a — 0 dan kepada penyelesaian gelombang bergerak (1.9) jika
b— 0.

Satu sifat yang menarik bagi persamaan (3.3) ialah persamaan
ini mempunyai penyelesaian tepat yang menggambarkan penyat-
uan dua gelombang bergerak. Dengan penggantian

f =1+ eksp(nm) + eksp(n2), (3.10)
dengan
n = ! {r - (bya — l)1’} (3.11a)
o a
Ny = X {1‘ — (ba — l)t} (3.11b)
o @

maka boleh ditunjukkan dengan mudah bahawa (3.10) meme-
nuhi persamaan (3.3). Penyelesalan ini menggambarkan suatu
keadaan tak pegun gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan

u = 0,v dan satu lagi © = v,1 yang bercantum (bersatu) un-
tuk membentuk gelombang bergerak yang mengaitkan keadaan
u = 0,1. Penyelesaian ini merupakan perluasan daripada per-

samaan (1.10) dan (1.11).

4. KESIMPULAN

Daripada perbincangan di atas kita lihat bentuk bilinear bagi
persamaan evolusi tak linear yang ditulis dalam bentuk peng-
operasi Hirota memainkan peranan yang penting dalam mencan
penyelesaian tepat. Struktur persamaan bilinear adalah jelas dan
memudahkan analisis aljabar.
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