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Abstrak. Kertas ini akan membuktikan bahawa sfera yang
berjejari 1 unit dalam 3 matra merupakan sebuah permukaan
Riemann.Pembuktian-pembuktian ini dirangka khas supaya
mudah dengan penggunaan beberapa teorem yang asas dari
Analisis Kompleks, Geometri Kerbezaan, Topologi dan juga
koordinat sfera dan silinder. Pembuktian secara pembinaan dan
percanggahan digunakan dalam makalah ini.

1. PENGENALAN

Secara amnya, suatu permukaan ialah merupakan suatu ruang
topologi; suatu set yang biasa dengan topologi yang ditakrifkan.
Walau bagaimanapun, permukaan Riemann ialah suatu permu-
kaan yang memenuhi syarat-syarat berikut.

1.1 TAKRIF. Suatu permukaan Riemann S ialah suatu ruang
topologi dengan famili fungsi A = {v; : ¢ € I} serta memenuhi
syarat-syarat berikut:

(1) S ialah ruang topologi Hausdorff yang terkait.

(2) Setiap <, ialah homeomorfisma dari domain U; ke subset

terbuka D; pada C (satah kompleks).
(3) {U,:1ie€ [} ialah tudung terbuka untuk S.
(4) Setiap fungsi transisi yang ditakrifkan adalah holomorfi.
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2. PEMBUKTIAN PERMUKAAN RIEMANN

Kita akan menggunakan takrif 1.1 untuk membuktikan S? ialah
permukaan Riemann.

2.1 TEOREM. S = {(2,y,z) € R* : 2 +y* + 2% =1} ialah
permukaan Riemann.
Bukti. Pertimbangkan U; = 5% — {(0,0,1)} dan Uy = 5% —

{(0,0,-1)} serta dua fungsi yakni, y,(z,y,2) = 11 _ZE‘J untuk U,

1;1? untuk U,. Takrifkan set terbuka v pada
5? dalam bentuk v = #N 5? dengan # ialah set terbuka dalam
R3.

(0.0,1)

0,
Rajah 1

dan y(z,y,2) =

Sekarang kita sudah bersedia untuk menunjukkan S? ialah per-
mukaan Riemann.

bukti : (Hausdorff).
Ambil pr,p2 € S* dengan p, # p, serta p; = (r,,¥i,2:). Seterus-
nya , takrifkan jiranan p; bagi ¢ = 1,2 sebagai

Nipi,eo) ={pe®’ : [(e—2)" + (y — %) + (2 — z)’]

Biarkan

d(pi,p2) = [(x1 = 22)* + (1 — 12)” + (=1 —32)2]% = €3
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ialah metrik ruang Euklidean R* yang biasa serta £ = min{¢; :
i= 1,28

Rajah 2

Takrifkan set terbuka V; sebagai Vi = N(p;; )N 5% bagi i =
1,2. Tugas kita selanjutnya ialah untuk menunjukkan V; dan V5
tidak bercantum. Katakanlah V; NV, # 0, maka dengan itu wu-
jud p3 € Vi N V. Menggunakan ketaksamaan segitiga,

g3 =d(p1.p2) < d(py.p2) +d(p2,p3) <

[N U]

Sehubungan itu kita dapati €3 < ¢ yakni suatu pencanggahan.
Justeru itu V) NV, = @ lantas S? ialah Hausdorff.

bukti : (terkait).
Kita memerlukan takrif dan teorem berikut untuk menunjukkan
5? adalah terkait.

2.2 TAKRIF. Suatu ruang topologi X, ditulis sebagai (X, 1),
dikatakan terkait secara lintasan jika setiap dua titik p;,p; € X
dapat disambungkan dengan suatu lintasan dalam ruang topologi
tersebut.
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2.3 TEOREM][5]. Jika (X, 1) terkait secara lintasan, maka
(X, 7) terkait.

Kita akan menggunakan koordinat sfera untuk menunjukkan S*
adalah terkait secara lintasan.

Rajah 3

Takrifkan komponen koordinat P(6, 7,w) dengan

6 = jarak dari P ke asalan
7 = sudut dari paksi—z positif ke garis OQ
w = sudut dari paksi—z positif ke garis OP (2.1)

serta 6 = 1,0 < 7 < 2r dan 0 < w < 27. Biarkan P,(1,7,,w,)
dan Py(1, 75.wp) sebarang dua titik pada S2. Takrifkan fungsi

f 0,1 — % (2.2)

dengan f(n) = (1,(1 —n)re + 17, (1 — n)w, + nwy). Masalahnya
sekarang untuk menunjukkan f(n) € $*. Dari rajah 3, kita dapat
hubungan r = §sinw, ™ = 7 dan z = ékosw, tetapi kita juga ada
hubungan z = rkos7 dan y = rsinr. Justeru itu kita boleh tulis
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r = ésinwkos7,y = dsinwsint dan z = dkosw. Menggunakan
takrifan f(n), kita dapati

z = sin[(1 — n)w, + nwslkos [(1 — n)rq + n7)

= sin[(1 — n)wa + nws]sin[(1 — n)7, + n7)

dan
z =kos[(1 — n)w, + nw). (2.3)

Lihat, f(n) € S? kerana

z? +y? + 22 = sin? (1 — n)w, + nwp) kos? [(1 — n)7, + n7] +
sin? [(1 — n)w, + nwy)sin? [(1 — n)r, + nm) +
kos? [(1 — n)w, + nwy]
= sin? [(1 — n)w, + nws) + kos? [(1 — n)w, + nws)
= %, (2.4)

Lantas S$? adalah terkait apabila teorem 2.3 digunakan.

bukt: : (U; 1alah domain untuk 1 =1,2).

U; dinamakan domain jika ia terbuka dan terkait. Kita tahu ba-
hawa U; = §% — {(0,0,1) }. Pilih k € Uy. Jelas k # (0,0,1) dan
d(k,(0,0,1)) = r dengan r > 0. Kemudian kita dapati N(k,r) =
{pe€ S? . d(k,p) < r} C U kerana jika (0,0,1) € N(k,r) maka
d(k,(0,0,1)) < r dan ini adalah percanggahan. Justeru itu U,
adalah terbuka.

Dengan cara yang sama seperti di atas, kita juga dapat tun-
jukkan bahawa U; = S* — {(0,0,—1)} adalah terbuka. Seterus-
nva kita ingin menunjukkan bahawa U, adalah terkait. Kita
akan menggunakan langkah yang sama seperti pada S? tetapi
dengan sedikit ubah suaian. Menggunakan (2.1) serta takrifkan
6 =1,0 <7 <2rdan 0 < w < 27 supaya P(é,r,w) # (0,0,1).
Kemudian takrifkan semula

Up={(z,9,2) € R : 22 +y* + 2 = 1danz #1}.
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Seterusnya menggunakan (2.2) dan (2.3), kita dapat tunjukkan
(2.4). Masalah kita cuma untuk menunjukkan z # 1. Katakanlah
z = 1, maka kos { (1 — n)w, + nwy } = 1. Ini membawa erti (1 —
n)we + nwpy = kos™'1 = 0,2x. Jika (1 — n)w, + nw, = 0, maka

(1l —njweg = —nwy. Tetapi 0 < n <1 =121-n2>0
atau dengan kata lain 1 — n adalah sentiasa positif. Kita juga
sedia maklum bahawa (1 — n)w, = —nw; jika dan hanya jika

w, = wp = 0 dan ini adalah suatu percanggahan kerana w; > 0
untuk ¢ = a,b. Oleh yang demikian (1 — n)w, + nwy # 0,27
kerana kos0 = kos2r = 1. Justeru itu f(n) € Uy, V¥n € [0,1] lantas
U, adalah terkait.

Sekarang kita hendak menggunakan teorem yang berikut untuk
menunjukkan U, adalah terkait.

2.4 TEOREM[4]. Jika A adalah terkait dan f : A — B
adalah selanjar, maka f(A) adalah terkait.

Takrifkan f : Uy — U, seperti di bawah,
.f(?ﬂ,yaf):(l,ya—z) EV(I':yaz)EUl

vakni refleksif relatif terhadap satah-xy. Jelas f adalah selan-
jar lagi menyeluruh dan dengan menggunakan teorem di atas,
f(Uy) = U, adalah terkait.

bukti: (homeomorfisma).
Di sinilah geometri kerbezaan akan menolong kita.

2.5 TAKRIF. Katalah F : E® — E™ ialah suatu pemetaan.
Jika v ialah vektor tangen pada E™ di p, katakanlah F,(v) halaju
awal lengkung ¢t — F(p + fv) pada E™. Fungsi F, dinamakan
peta terbitan F.

2.6 TEOREM[3]. Jika F = (fy, fa,..., fin) ialah pemetaan dari
E"™ ke E™, maka

m

F.(Uj(p Z (PU(F(p).(1<j <n)
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dengan U; lalah tapak asli. Matrik Jakobian F pada p ialah
(&) w)1gigmi<i<n
3

2.7 TEOREM|[3]. Jika F' : E" — E™ jalah pemetaan dengan
F., ialah satu ke satu pada suatu titik p, maka ada set terbuka U
vang mengandungi p dengan penyekatan F ke U ialah diffeomor-
fisma U — V keseluruh set terbuka V.

Sekarang katakanlah bahawa

(z ) T+ 1y @ Y
LVE Y, 2) = - 3
P 1-z \l-z'1-¢2

&' y' .
N (1-zn 1 —zr) =y(ey ) el

tertakrif pada U;. Justeru itu,

- 9 a I a z
Faaje siren e it
T )= mg(_L) 8 _y_.) i(_.v_)
LorN1—:z aytl—=z @z\1—z
r1_ 0 i
| 1=z (1—-2)2 | _
[E )
1—z (1—z)2
8 (_z' 8 ¢ _a' d_(_g!
J(*’)— rﬂf'(li;f) By(lfz') 6_2"_(1iz'-)
n)= _33_( y ) a (_y'_ i(_.‘f_)
L S/ VN 1—2' ay' \1—z' az' \1—=z' .
~ 1 I‘J
o 1—2z' 0 ll—zr)z}
—_— 1 ’
0 1-z¢ (1-2")2

Dari komponen-komponen matrik Jakobian di atas, bolehlah diru-
muskan bahawa

Oleh itu,
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dan seterusnya,

y y' o
1-27 (-2 Y=Y

Jika itulah keadaannya maka kita dapati bahawa v, adalah satu ke
satu, menggunakan Teorem 2.7 ia adalah homeomorfisma.
Dengan langkah yang sama kita dapat tunjukkan -, adalah
homeomorfisma.

bukts: (julat terbuka).

Ingat v; : Uy — D; dengan ¥,(2;,vy;.2:) = -I—l'—"_f-f;fu € C untuk
1 = 1,2. Jelas D; = C untuk 7 = 1,2. Kita sedia maklum C
adalah terbuka kerana untuk scbarang p € C' dan untuk sebarang

r > 0,N(p;r) C C kerana setiap p berbentuk a + 1b.

bukty : (tudung terbuka).

Kita sudah buktikan bahawa U; adalah terbuka untuk i = 1,2.
Kita juga sedia maklun U?=1 U; = 8%, lantas {U; : ¢ = 1,2}
adalah tudung terbuka untuk S2.

bukti: (holomorfi).
Takrifkan fungsi
tiz : 72Uy UUz) — (U UUs)

sebagai fungsi transisi dengau t12 = v; (v; ') . Kita dapat lihat
bahawa

24yt 122
71(1',y~z)7'2(;1'~y‘3): 1..,_.2-2 21—‘22 :1

memberikan kita v, = —-. Jelas #,3 ialah pemetaan pada C'— {0}

dengan s — % Tetapi kita sedia maklum s = a + b, lantas

1 a —b

a+ib:a2+b2 —'anz—{—b2 =W

t12(s) = v2 (77 ') (s) =
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serta holomorfi sekiranya ia memuaskan syarat Cauchy-Riemann.
Lihat,

du b —a® Bu —2ab  Ov  2ab
B_a_(a2+b2)2’%:(a2+b2)2‘5;_(a2+b2)2’
v b — a?
o (2 +b62)

Jelas,

Ou _dv, Ou —0Ov
e G5 " b  Ba

Justeru itu t;2 adalah holomorfi.
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