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Abstrak. Salu pendekatan berangka hagi menentukan domain l a r h n  atau domain 
kestabilan asimptot bari sistem skrlar berubah mRsa dikemukakan. Beberana sistcrn 

Kata Kunci. Zubov, kestabilan, domain tarikan, Liapunov, tak herautonon~i 

1 PENGENALAN 
Kajian dan analisis telatah asimptot, kestabilan, domain tarikan atau domain kestabilan 
asimptob (DKA) sistem berautonomi merupakan bidang yang penting dalam teori kesta- 
bilan. Beberapa teknik telah dihasilkan unluk menentukan DKA bagi sistem tersehut. 
Gless [4], El-Abiad dan Nagappan [Z], Fallside dan Patel [3] dan Prusty dan Sharma [9] 
memperoleh rantau kestabilan yang dihatasi oleh fungsi Liapunov V ( g )  = V ( 5 )  dan tem- 
bereng garis pada titik 31 = & dengan & menunjukkan keadaan keeimbangan tak sta- 
bil. Bagaimanapun tiada jaminan bahawa domain tarikan lengkap boleh diperolehi derlgan 
menggunakan kaedah tersebut. 

Kaedah Zubov yang diilustrasikan oleh Margolis dan \'a@ [7], Yu dan Vongsuriya [ l l ]  dan 
De Sarkar dan Rao [l] mengalami keburukan di rnana penumpuannya tak seragam. hliyagi 
dan Taniguchi [8] dengan bantuan kaedah Lagrangecharpit telah menyelesaikan persamaan 
pembczaan separa Zubov tetapi sempadan kestabilan tepat tidak dapat diperolehi kerana 
teori Zubov tidak digunakan. White 1101 berjaya rnengatasi masalah penumpuan t,ak ser- 
agam hagi kaedah Zubov dan memberi a n g a r a n  D K h  yang lebih baik untuk sistem berau- 
tonomi. Kaedah berangka White bermula dekat sempadan DKA dan rneligira trajektori- 
trajektori yang mengharnpiri asalan. Rantau kestahilan yang dipertimbangkan ialah peng- 
harnpiran kepada 5'8 r7 D ( f )  di mana D ( J )  adalah DKA dan 

dengan R nombor pouitif. 
Hassan [6] telah menlperluaskarl kaedah Zubov kepada sistenl skalar berubah mas& 

melalui teknik penyelesaian bersiri dan didapati penumpuan ~ a k  seragam jug8 b d a k u  
dalam sistem tak berautonomi. Penentuan donrain tarikan hagi sistem tak brrautonomi 
belum banyak menerims perhatian berbanding sistem berautonomi. Dalam kertay ini, kite 
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akan mengira domain tarikan bagi sistem skalar berubah mas8 dengan kaedah yang di- 
bincangkan oleh Hassan 1.51. Beberapa sistem skalar berubah masa dipertimbangkan dan 
didapati sempadan kestabilan yang dihasilkan rnenurnpu kepada sernpadan kestabilan sebe- 
nar. 

2 PENENTUAN DOMAIN TARIKAN BAG1 SISTEM SKALAR BERUBAH 
MASA 
Kaedah ini diberi secara ringkas, walau bagai~nanapun penerangan lanjut boleh diperoleh 
dalam Hassan [ 5 ] .  

Pertimbangkan sistern skalar berubah masa 

i = f (x ,  t ) .  (2.1) 

Pcrsamaan Zubovnya ialah 

yang berperingkat satu dengan V(x, t )  rungsi Liapunov, $(x, t )  fungsi tentu posil.if dan 
'decrecent' dan e mengambil nilai 0 atau 1. Jika e = 1, persamaan (2.2) dikenali sebagai 
persamaan seksta Zubov manakala e = 0 mernberi persamaan Zubov terubahsuai. Mengikut 
Zubov 1121 fungsi V(x, t )  mesti mempunyai sifat tentu positif dan 'decrescent' dalam rantau 

~- kestabilan jika d(x, 1 )  tentu positic dan 'decrescent'. 
Persamaan banto bagi (2.2) ialah 

Penyusunan semula mernberi 

dan 
d t  -- - - 

1 
dl' b(x, t ) ( l  - e17(x, t ) )  

Titik awal (xo, to)  sekarang di pertimbangkan untuk borubah di sepanjang garisan jejari 
daripada asalan. Jadi kita tulis 

dengan 0 lelap dan ro dibenarkan berubah. Kaedah Runge- Kutta prringkat keempat. 
atau sebarang kaedah berangka akan digunakan b a a  rnengamirkan (2.1) dan (2.5) untuk 
mernperoleh x!"), i(n) sebagai penghan~piian hagi x(Vo - p ) ,  t(l/o - p) untuk xn, t o , p  d m  
saiz langkah h yang diberi, dengan p  = nh. 

Takrilkan 
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Rajah 1 

Kemudian ubahan bagi U' terhadap ro untuk 8, h , p  t,et.ap dianalisiskan. Setelah mem- 
peroleh telatah W ,  kita kira ro(O, h , p )  yang ditakrifkan sehagai 

Kita muia dengan mengira IV(R,8, h , p )  di mana R adnlah seperti (1.L). Kemudian 
kira W untuk ro menyilrut sellingga U' menokok semula, dan selcpns itu kiirangkan selang 
sebanyak setengah untuk memperoleh io dengan jittmya. adalah per~ghanlpiran kepada 
suatu titik di atas kontur I' = p, dan p mcst,i dipiiih sedemikian hingga kontur V = p 
cukup dekat kepada kontur IJ = m atau V = i (masing-masing untuk e = 0 atau 1). Untxk 
mendapat titik srmpadan dengan lebih jitu kita guna 

untuk suatu nilai khmus bagi 0 dan p. 
Kemudian kita ingin tahn sama ada titik yang diperoleh itu stabil atau tidak. Takri~k?u 

J ( 0 )  sebagai 

0 jika rantau tak selanjar bagi lengkung W' lawan ro tidak diternui, 
J ( 0 )  = 

I jika rantau tak selanjar b a ~  lengkung it' lawan 1.0 ditm~ui.  
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Jika J(B) = 0 untuk semua B , maka sisteln tidak stabil. Sementara J ( 0 )  = 1 m t i k  
sebarang 0 memberi suatu sistem stabil. Dcngan menggunakan J(0) dan ~ ' ( 8 ,  p) sempadan 
bagi DKA dapat dikira. 

Rajah 2 

3 CONTOH DAN KEPUTUSAN 
i) Pertirnbangkan sistem skalar herubah masa 

i = -tx(I - 5) 

Penyelesaian ialah 

untuk zo, to yang diheri. 
Domain tarikan bagi titik keseimhangan ialah -r < z < 1. Penyelesaian hersiri yang 

diperoleh oleh Hassan [5] menunjukkan hahawa hasil tambah separa ganjil memheri /rl < i 
sebagai rant,au tarikan dan hasil tambah separa genap sebagai memberi domain tarikan 
-r < 2 < 1. Rajah 1 nlenunjukkan domain tarikan yang diperoleh daripada kaedah 
berangka untuk R = 1.4,4.4 dan 8.4. Walaupun nilai R besar, ksedah ini masih lagi 
mrmberi domain tarikan di mana s kxrang dari satu. 

ii) Sekarang kita pertimhangkan sislem yang mempunyai domain tarikan tepat untuk 
setiap hasil tambah separa bagi penyelesaian siri. Sistem itu ialah 
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Rajah 3 

i = - t x ( , l  - 2) (3 .2)  

drngan pe~~yelesaian 

unt~rk syarat awal 20,  t o  sebarangan. Comait: t,arikannya ialah 1 . ~ 1  c 1. Penyelesaian hrnir i  
yang diperolch olrh Hassan [5]  meri~lnjukkali hahawa h a d  tamhah sapara mernberi domain 
tarikan tepat, -1 < x < I .  Rajah 2 menurljukkan llon~ain tarikm bagi titik krseirnbangm 
yang diprroleh dengan mengepnakan R = 12 dan 1.7. Itsntau yang dip~roleh bagi nilai R 
tersebut masih lagi termasuk dalam domain tarikan rlnn dalam jndat - I  < x < 1. 

iii) Pertinibangkan sisrem heruhah masa tak !inear 

s: -1 1. 2r2r-" ( 3 . 3 )  

w n g  stabil secara asimptol.. Penyelesaiannyii ialah 

1 
" ( t , s @ , h ) =  -,+ I -10 - e - 2 ' 0 ) e l  

~ l t u k  xo, t o  yang diheri. Domain tarikan bagi titik kesrinthaiigan ialeh -m < 5 c t'. 
Penyelrsaian bersiri yang dipcroleh olch Hassan [5] rnenunjokkan hahawa h a d  tarnbah s* 
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para genap memberi domain t a r ihn  -oo < x < e' dan hasil tambah separa ganjil memberi 
rantau penumpuan 1x1 < et. Rajah 3 menunjukkan domain tarikan yang diperoleh denga~i 
menggunahn R = 1.2, 1.4, 1.7, 2.0 dan 2.2 bersania-sama dengan sempadan kestabiian 
sebenar. Kaedah berangka ini mengira scmpadan kestabilan yang hampir sama dengcrn 
sempadan sebenar di dalam rantau ujian. 

Rajah 4 

iv) Pcrtimbangkan pula suatu sistem yang mernpunyai domain tarikan yang dibatasi olz11 
1x1 < e'.  Sisten~ berubah niasa 

i = -I -t 2s3e-2t 

mempunyai penycleaian dalam b ~ n t u k  

untuk ro, to sebarangan. Domain tarikan bagi titik keseimbangan ialah 5-' < I < et .  
llajah 1 mcnunjukkan domain tarikan yang diperoleh dengan menggunakan R = 0.7 dan O.!; 
benama-same dengan sempadan kestabilan srbenar. Sempadan yang dipcroleh nienurr!pu 
kepada sempadan kestabilan sebenar. 

4 KESIMPULAN 
Domain tarikan bagi beberapa sistem skalar berubah masa di tentuhn dan didapsli bohawa 



rnasalah penunlpuan tak seragam yang di alarni dalarn teknik penyclsaiar! ski Zobov ridak 
herlaku dalam ksedah berangka. S m p a d a n  kestahilan yang diperoleh mcnurnpu kepivia 
se~npadan kcstahilar~ sehenar d m  dengan dernikian domain tarikan tepat dihnsilkan. 
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