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Abstrak Dalam makalah ini dipaparkan pembinaan homeomorfisma dari sfera
berunit satu; S? ke elipsoid berunit satu pada satah-xy serta berkutub di z = 2
dan z = —2; E? melalui struktur permukaan Riemann. Pembuktian secara
pembinaan dan percanggahan diketengahkan.

Katakunci Permukaan Riemann, homeomorfisma

Abstract In this paper, we present the construction of homeomorphism from
unit sphere; S? to ellipsoid which is one unit in xy-axis and its poles are at z = 2
and z = —2; E? through Riemann surface structures. Proving techniques by
construction and contradiction are highlighted.

Keywords Riemann surface, homeomorphism

1 Pengenalan

Sfera dan elipsoid merupakan dua bentuk geometri yang sering kita temui bukan sahaja
secara formal dalam pengajian kalkulus, bahkan di alam sekeliling kita. Contohnya, sebutir
telur adalah lebih hampir berbentuk elipsoid daripada sfera. Walau bagaimanapun, kedua-
dua bentuk tersebut adalah setara jika dilihat dari kaca mata topologi [11]. Dengan kata
lain, wujudnya homeomorfisma iaitu pemetaan yang bijeksi, terbuka dan selanjar antara
sfera dan elipsoid. Dalam makalah ini, kita akan binakan homeomorfisma antara sfera dan
elipsoid.

2 Pembuktian Permukaan Riemann E?
Teori permukaan Riemann sudah berkembang sehingga ke tahap hipermukaan Riemann

dan klasifikasi permukaan Riemann, tetapi penggunaanya masih ke belakang lagi. Secara
formalnya, konsep ini ditakrifkan seperti berikut:
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Takrif 1 [}/ Suatu permukaan Riemann ialah suatu ruang topologi; dengan famili fungsi
serta memenuhi syarat-syarat berikut:

(1) E ialah Hausdorff yang terkait.

(2) Setiap «; ialah homeomorfisma dari domain E; ke subset terbuka D; pada C (satah
kompleks).

(3) {E; : i€ I} ialah tudung terbuka untuk E.
(4) Fungsi transisi t12 : az(F1 N Ey) — a1 (E1 N E2) yang ditakrifkan adalah holomorfi.
Sebelum kita membuktikan bahawa E? (lihat Rajah 1) ialah suatu permukaan Riemann,
terlebih dahulu nyatakan E? sebagai
52
E2={(x,y,z)€R3:x2+y2+Z=1} (1)
Kita akan buktikan bahawa E? ialah sebuah permukaan Riemann. Jalan pembuktian

yang berpandukan Takrif 1 akan diambil. Pembuktian ini termasuklah:

e menunjukkan bahawa E? ialah ruang topologi Hausdorff yang terkait,

e menunjukkan bahawa setiap «; ialah homeomorfisma dari domain E; ke subset terbuka
D, pada C (satah kompleks) untuk [i : 1, 2],

e menunjukkan bahawa set {E; : i € I} ialah tudung terbuka untuk E?

e menunjukkan bahawa fungsi transisi t12 : a2 (E1NE>) — a1 (F1NE2) bersifat holomorfi
(lihat Rajah 2)

Teorem 1 E? = {(x,y,2) € R®: 2% + ¢y + Z4—2 = 1} dalah permukaan Riemann.

Bukti
Pertimbangkan E; = E*—{(0,0,2)} dan E» = E*—{(0,0, —2)} (lihat Rajah 3) serta dua
fungsi yakni, a(z,y,2) = 11:4_ Zzy Jljllzy untuk Fy. Takrifkan
) 2
set terbuka v pada E? dalam bentuk v = 6 N E? dengan @ ialah set terbuka bagi R3.
Sekarang kita akan tunjukkan bahawa E? ialah sebuah permukaan Riemann.

untuk E; dan as(z,y,2) =

Bukti: Hausdorff

Takrif 2 [9] Biarkan (x, ) suatu ruang topologi. (x,T) dipanggil suatu ruang Te atau suatu
ruang Hausdorff jika dan hanya jika dengan p # q mengimplikasikan wujudnya jiranan tidak
bercantum U dan V bagi p dan q masing-masing (iaitu, UNV =0).

Sekarang, kita akan buktikan bahawa E? ialah ruang topologi Hausdorff dengan menggu-
nakan pembuktian secara percangghan. Teknik pembuktian ini sama seperti yang dilakukan
oleh Ahmad [2,3].
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Ambil p1,p; € E? dengan p; # po serta p; = (24,9, 2;). Seterusnya, takrifkan jiranan
P; bagi i = 1,2 sebagai N(pi,e;) = {p € R : [(x —2:) + (y — v:) + (2 — 2:)]"/? < &;} dan
NO(p;,e;) = N(pi,e;) N E?. Kedua-dua set ini digambarkan dalam Rajah 4 berikut.

Biarkan d(p1, p2) = [(x1 — 22)? + (21 — 22)?]'/? = £3 ialah metrik ruang Euklidean yang
biasa serta ¢ = min{e; : ¢ = 1,2,3}. Takrifkan set terbuka V; sebagai V; = N(p;, 5) N E?
bagii = 1,2. Seterusnya, kita akan tunjukkan bahawa V; dan V5 tidak bercantum. Katakan
ViNVz # 0, maka wujud p3 € Vi NV; dengan d(p1, p3) < § dan d(p2, p3) < 5. Menggunakan
ketaksamaan segitiga,

& g
e3 = d(p1,p2) < d(p1,p3) +d(ps,p2) < 3 +-=e

2
Sehubungan itu, didapati e5 < ¢ tetapi ¢ = min{e; : i = 1,2, 3}, yakni suatu percanggahan.
Justeru itu, ViNVa = 0. Lantas E? ialah ruang topologi Hausdorff menggunakan Takrif 2.

Bukti: Terkait

Takrif 3 /8] Suatu ruang topologi X, ditulis sebagai (X, T), dikatakan terkait secara lintasan
jika setiap dua titik p1,p2 € X dapat disambungkan dengan suatu lintasan dalam ruang
topologi tersebut.

Teorem 2 [8] Jika (X, T) terkait secara lintasan, maka (X, T) terkait.

Sekarang, kita akan buktikan bahawa E? terkait. Takrif 3 dan Teorem 2 diperlukan
untuk membuktikan bahawa E? terkait. Pembuktian secara pembinaan dan koordinat sfera
bagi E? digunakan untuk membina lintasan tersebut. Teknik pembuktian ini adalah sama
seperti yang dilakukan oleh Ahmad [2,3].

Takrifkan komponen koordinat P (p, 0, ¢) dengan

p = jarak dari P ke asalan
0 = sudut dari paksi-x positif ke garis OQ (2)
¢ = sudut dari paksi-z positif ke garis OP

dengan p > 0,0 < § < 27 dan 0 < ¢ < 27 (lihat Rajah 5). Sekarang, kita akan tentukan
p bagi kes E2. Dari Rajah 5, didapati r = psing, § = § dan z = pkos¢, tetapi diketahui
x = rkosf, dan y = rsinf. Justeru itu, kita boleh tulis

x = psin ¢ kosh, y = psin ¢sin b, z = pkose. (3)
Gantikan 3 ke dalam 1, didapati

2 2, 22
xT +y +I_1

2
(psin g kost)” + (psin ¢sing)” + @ ~1

2kos? 4
p?sin? ¢ kos?0 + p?sin ¢ sin? 0 + p;;ﬂ -1 )
2

V3sin?o+1
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Biarkan Pa (ﬁ, 9a, ¢a) dan Pb (\/ﬁ, 91,, ¢b> Sebarang dua titik pada
sin? ¢, sin? ¢y,

E?. Takrifkan fungsi f : [0,1] — R?® dengan

2

= ,(1=n)0, 4+ nby, (1 —n) dg + ndp
\/3sin2 [(1—=mn)ds +ndp] +1

f(n)

Masalahnya sekarang untuk menunjukkan bahawa f (n) € E? untuk setiap n € [0, 1]. Den-
gan menggunakan 3 dan 4 serta takrifan f (n), didapati

. 2sin [(1 — n) ¢q + nepp) kos [(1 — n) O, + nbp)]
V352 [(1 - 1) g +ney] + 1

_ 2sin [(1=n)de + ndp]sin[(1 —n) 0, + nby]
V352 [(1 = 1) g + ney] + 1

)

dan

Lihat bahawa f (n) € E? kerana

2

2 2 | 7
+y 4+ —

T Y 1
2

2sin[(1 — n) 0, + nbp) kos [(1 — n) ¢ + ngp)
V352 [(1 = n) g +ney] + 1

2 < 2kos[(1—=n)da+nepsp] >2
2sin[(1 —n) 0, + nb)sin[(1 — n) ¢, + ndy] N V/3sin2[(1—n)¢q +ngs]+1
\/3sin2 [(1—=n)de +ndp] +1 4
3 sin? [(1 = n) dq + ney) sin? [(1—=n)ds + nep] + kos? [(1—=n) s + neop]
© 3sin? [(1 — n) ¢a + ney) + 1 3sin? [(1 — n) o + nepp) + 1
=1. (6)

Dengan menggunakan Takrif 3, E? terkait secara lintasan. Lantas E? terkait mengikut
Teorem 2.

Bukti: Domain

E; dinamakan domain jika ia terbuka dan terkait untuk ¢ = 1,2 [2,3]. Dalam seksyen ini,
dipaparkan pembuktian F; terbuka untuk i = 1,2 dituruti dengan pembuktian F; terkait
untuk ¢ =1, 2.

Kita tahu bahawa E; = E? — {(0,0,2)}. Pilih k¥ € E;. Jelas k # (0, 0, 2) dan
d(k, (0,0, 2)) = r dengan r > 0. Kemudian, kita dapati

N (k,r)={p€e E*:d(k,p) <r} C E;
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kerana jika (0, 0, 2) € N (k,r) maka d(k,(0, 0, 2)) < r. Ini adalah suatu percanggahan.
Justeru itu, F; terbuka. Dengan cara yang sama seperti di atas, kita dapat tunjukkan
bahawa Fy = E? — {(0,0,—2)} terbuka.

Seterusnya kita akan tunjukkan bahawa FE; adalah terkait. Kita akan gunakan langkah
yang sama seperti pada E? tetapi dengan sedikit ubah suaian. Menggunakan 2 dan 3 serta

takrifkan p = ﬁ, 0<6<2m0< ¢ < 2msupaya P (p,0,9) # (0,0,2). Kemudian

takrifkan semula

2
E1:E2—{(0,0,2)}:{(:C,y,z)ER?’:x2+y2+ZZ:1danz7$2}.

Seterusnya menggunakan f (n) dan 5, kita dapat tunjukkan 6. Masalah kita cuma untuk
menunjukkan bahawa z # 2. Katakanlah z = 2, maka kos[(1 — n) ¢, + n¢p] = £1. Oleh
sebab z = 2, maka kos[(1 — n) ¢, + n¢p] = 1. Ini membawa erti

(1 —n) ¢po +nep = kos™ "1 =0, 27.
Jika (1 —n) ¢o + ngp = 0, maka (1 — n) ¢, = —neyp. Tetapi 0 < n < 1 yang memberikan
1>21—-n2>0

atau dengan kata lain 1 — n adalah sentiasa positif. Kita juga sedia maklum bahawa
(1 =n)@s = —n¢yp jika dan hanya jika ¢, = ¢» = 0. Ini adalah suatu percanggahan kerana
¢; > 0 untuk i = a,b. Jika itulah keadaannya, maka (1 — n) ¢, +nep # 0. Kita tahu bahawa
kos0 = kos2m = 1 dan oleh sebab (1 — n) ¢, + ngp # 0, kita boleh membuat kesimpulan
bahawa (1 — n) ¢, + neop # 27. Jadi, kos[(1 — n) ¢ + ndp] # 1. Oleh yang demikian,

_ 2kos (1= n) g+ 1)
\/3sin2 (1 =n)¢g+ndp) +1

z

£9.

Justeru itu, f(n) € E1,Yn € [0,1]. Dengan menggunakan Takrif 3, E; terkait secara
lintasan. Lantas, E; terkait menggunakan Teorem 2.

Sekarang kita akan gunakan takrif dan teorem berikut untuk menunjukkan bahawa FEs
terkait.

Takrif 4 [1] Fungsi f : D C R, — Ry dikatakan selanjar pada titik a € D jika untuk setiap
e >0, wujud 6 > 0 sehingga || f (z) — f (a)|| < € apabila x € D dan ||z — al| < 0. Fungsi f
dikatakan selanjar pada suatu set s C D jika f selanjar pada semua titik dalam S.

Teorem 3 [7] Jika A adalah terkait dan f : A — B adalah selanjar, maka f (A) adalah

terkait.

Takrifkan f : Fy — FE5 seperti berikut:

f(xvyaz):(xayv_z) 7V($7y,z)€E1

yakni refleksif relatif terhadap satah-zy.
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Pembuktian kita seterusnya berbeza dan lebih terperinci daripada apa yang telah diam-
bil oleh Ahmad [2,3]. Biarkan (x1,y1,21) € E1. Kita akan tunjukkan bahawa f selanjar di
(21,41, 21). Biarkan € > 0, kita hendak carikan § > 0 sehinggakan

||f(£C,y,Z) _f(xluylazl)H <e

apabila ||(z,y, 2) — (z1,y1, 21)|| < 6 dan (z,y, z) € Ey. Oleh sebab

”.f(xvyaz) - f(fl?hylazl)” = ||(Iay7 _Z) - (Il,yh_Zl)H = ”(Iayvz) - (x1,y1,21)|| )

maka dengan memilih 6 = ¢ apabila ||(z,y,2) — (x1,%1, 21)|| < J , kita memperolehi

1 (2, y,2) = f (2190, 20 = (2,9, 2) = (1,91, 20) | <6 = e

Daripada keputusan ini, jelaslah bahawa f selanjar di (21, y1, 21). Oleh sebab (21, y1, 21)
dipilih sebarangan, maka f selanjar di setiap titik dalam FE;. Justeru itu, f selanjar apabila
Takrif 4 digunakan.

Seterusnya kita akan tunjukkan bahawa f menyeluruh. Untuk sebarang (a,b,c) € Es
yang diberi, maka wujudnya suatu (a,b, —c) € E; sehinggakan

f(a,b,—c) = (a,b,— (—c)) = (a,b,c) .

Justeru itu, f menyeluruh. Jelas f selanjar lagi menyeluruh dan dengan menggunakan
Teorem 3, f (E1) = E2 terkait.

Bukti: Julat Terbuka _
Ingat a; : E; — D; dengan o;(x;,ys,2i) = "31_% € C untuk 7 = 1, 2. Jelas D; = C

2
untuk ¢ = 1, 2. Kita sedia maklum bahawa C' adalah terbuka kerana untuk sebarang p € C'
dan untuk sebarang r > 0, N (p,r) € C kerana setiap unsur dalam N (p,r) berbentuk a+b.

Bukti: Homeomorfisma
Kita memerlukan takrif-takrif berikut untuk menunjukkan bahawa «; ialah homeomor-
fisma untuk ¢ = 1, 2.

Takrif 5 [6] Suatu pemetaan f : X — Y antara ruang-ruang topologi adalah terbuka jika
imej f(U) bagi setiap subset terbuka U dalam X adalah terbuka dalam Y, dan tertutup jika
imej f(E) bagi setiap subset tertutup E dalam X adalah tertutup dalam Y .

Teorem 4 [6] Suatu pemetaan f : X — Y dari suatu ruang topologi X ke suatu ruang
topologi Y adalah selanjar jika dan hanya jika imej songsangan f=1 (V) bagi setiap subset
terbuka V dari Y adalah terbuka di dalam X.

Korolari 1 [5] Suatu homeomorfisma ialah suatu pemetaan yang bijeksi, terbuka dan se-
lanjar.

Teorem 5 [6] Pemetaan identiti i : X — X untuk sebarang ruang topologi X ialah suatu
homeomorfisma ¢ : X =2 X. Jika f : X =Y ialah suatu homeomorfisma, maka songsan-
gannya f~' Y = X ialah suatu homeomorfisma. Jika f : X =Y, g : Y = Z ialah
homeomorfisma, maka gabungan mereka go f : X = Z ialah suatu homeomorfisma.
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Pertama, kita akan tunjukkan bahawa a; adalah bijeksi. Ambil a € oy (E;), maka

a=o(2,y,%2) :<1f£,1€£>60.
2 2

Lantas a1 (Eq) C C. Untuk akasnya, ambil b € C, maka b = A+iB. Kita boleh ungkapkan
b dalam bentuk seperti berikut,

untuk suatu (z,y, z) € £y

Nilai-nilai z, y dan z untuk suatu (x,y,z) € E; ditentukan dengan menyelesaikan tiga
persamaan berikut:
= A, untuk suatu(z,y,z) € Ey,

[\SIENS

1 Jy__ B, untuk suatu(z,y,z) € E;

[\SIRN

dan
2

2 +y? + Zz =1, untuk suatu(z,y,z) € Fy.

Jadi o (E1) C C. Justeru itu oy (F1) = C. Lantas oy adalah menyeluruh.
Seterusnya kita akan tunjukkan bahawa «; adalah satu ke satu. Pertimbangkan

T +1 T
k:al(xayvz)zl ,;y_< zvlyz)
- ) )

2

untuk suatu (z,y, z) € E;. Kita akan ungkapkan z dalam sebutan ||k||” . Perhatikan bahawa
2

1
o ||z z \? v \7) L e+
%] = 1—2"1—-2z2 1—z2 + 1—2 o z\2’
2 2 2 2 (1-2)

Oleh sebab (x,y,2) € E1, maka 2% + y? + 24—2 =1 dan z # 2. Jadi,

2

||k||2: 1_24_2 _ (1+%) (1_%) _ (1+%)'
T R (e N TRl )
. 2(||k)%—1
Jadi, z = W Maka,
_ _ o Y _ z y
k=oq (,T,y,Z) = (1_ %71_ %) = 1 k21’ k=1

SO lRIPHT T (IR

&> +1 &) +1
= 5O Y|
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Sekarang katakanlah bahawa
. 2 2
b= o) = 22 = (212 ) = (L, 12,
2 2 173
E||?+1 K7 +1
_ <| |l 2] |l y/>
Oleh kerana k = &/, maka

(el +1) 2 ()7 +1) &

Il
/N
==
)
[
£~
N\
~—

Il

Q
o
—

&\
<
N
\_:

Il

x
m
Q

5 = 5 =>Tr=x,
(k1P + 1)y (1K1 +1)y’ ,
SR 2 TY=Y
dan
2(Ikl*=1)  2(Iw1° - 1) ,
3 = 3 =Zz.
WP +1 RIP+1

Jika itulah keadaannya maka kita dapati bahawa o« adalah satu ke satu. Lantas ay
adalah bijeksi.

Seterusnya, kita akan gunakan Takrif 5 untuk membuktikan bahawa «; terbuka. Ambil
sebarang (a,b) € a3 (A) dengan A sebarang set terbuka pada F; . Pertimbangkan

ay (A) ={ay (z,y,2) : (z,y,2) € A}.

Oleh sebab «; adalah bijeksi, maka wujud satu dan hanya satu (z,y,z) € A sehingga
aq (2,9, 2) = (a,b) . Untuk tujuan ringkasan, kita maksudkan

N (z,y,2) = N ((z,y,2);7) N E4

bagi suatu r > 0. Oleh sebab A terbuka, maka N (z,y,z) C A wujud. Pertimbangkan
a1 (N (z,y,2)) ={oa (',¢,2") : (2,9, 2") € N (z,y,2)}. Jelas

(a,b) = a1 (z,y,2) € a1 (N (z,y,2)) .

Ambil sebarang p € ay (N (x,y,2)). Oleh sebab a;y adalah bijeksi, maka wujud satu dan
hanya satu (2/,y’,2') € N (x,y, ) sehingga a1 (2',y’, 2") = p. Oleh sebab

N (z,y,2) C A,

maka (2/,y’,2’) € A. Oleh itu, p = a1 (2/,y,2') € a1 (A) dan ini mengimplikasikan
ag (N (z,y,2)) C ag (A). Oleh sebab (a,b) € oy (A) dipilih sebarangan, maka

(a,b) € a1 (N (z,y,2)) C a1 (A)

untuk setiap (a,b) € a1 (A) dengan suatu (z,y,2) € A yang sepadan. Justeru itu, a; (A)
adalah terbuka. Oleh sebab A dipilih sebarangan, maka a; (A) adalah terbuka dalam D
untuk setiap set terbuka A pada E;. Lantas o terbuka.
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Seterusnya, kita akan buktikan bahawa «; selanjar dengan menggunakan Teorem 4.
Dengan menggantikan «q,F7,D; dan set terbuka A dalam pembuktian «; terbuka dengan
oy *,D1,E; dan set terbuka B masing-masing, kita dapat buktikan bahawa a; ! (B) terbuka
dalam F; untuk setiap set terbuka B pada D;. Lantas «; selanjar. Kita telah buktikan
bahawa «; ialah suatu pemetaan dari ruang topologi F; ke ruang topologi D; yang bijeksi,
terbuka dan selanjar. Dengan menggunakan Korolari 1, a; ialah suatu homeomorfisma.
Begitu juga dengan songsangan «j, iaitu 041_1 : Dy € C — Ej yang ditakrifkan seperti
berikut,

2
2 oy 2@y - 1)
1@y P+ @) P17 )P+ 1

al_l (x/7yl) = 7V (x/7yl) E Dl

ialah suatu homeomorfisma apabila Teorem 5 digunakan. Dengan langkah yang sama kita
dapat tunjukkan bahawa as adalah suatu homeomorfisma.

Bukti: Tudung Terbuka

Berdasarkan syarat (3) dalam Takrif 1, kita harus buktikan bahawa {E; : i = 1, 2} ialah
tudung terbuka untuk EZ2. Kita sudah buktikan bahawa E; terbuka untuk i = 1, 2. Kita
juga sedia maklum bahawa | J7_, E; = E?, lantas {E; : i = 1, 2} ialah tudung terbuka untuk
E2.
Bukti: Holomorfi

Berdasarkan syarat (4) dalam Takrif 1, kita harus buktikan bahawa setiap fungsi tran-
sisi yang ditakrifkan adalah holomorfi. Kita akan gunakan teknik pembuktian yang telah
dilakukan oleh Ahmad [2,3].

Pertama sekali, kita takrifkan fungsi t12 : ag(F1 N E2) — aq(F1 N E) sebagai fungsi
transisi dengan t15 = ag (042_1) . Kita dapat lihat bahawa

PR 1) 1= (3)

Dengan kata lain, oy dan aq

(2, y, 2)a (2, 2) = (

1 _ 1
az(z,y,z) ai(z,y,z)’

merupakan salingan antara satu sama lain. Jelas bahawa t15 ialah pemetaan pada C — {0}
dengan s — % Akan tetapi, kita sedia maklum bahawa s = a + b, lantas

1 1 1 a—1b a—1b a . —=b
tm(S):aQ(al)(S):a—i—ib:a—i—ib a—ib :a2+b2:a2+b2+la2+b2

memberikan oy (z,y, z) = dan as (z,y,2) =

=u + .
serta holomorfi sekiranya ia memuaskan syarat Cauchy-Riemann. Lihat bahawa

ou b2 —a?  Ou —2ab ov 2ab ov b? — a?

o (@0 b (@) 00 (@) 0b (a2 )

Jelas bahawa % = %dan % = *66”. Oleh itu, t12 adalah holomorfi.

a
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3 Homeomorfisma Dari S? Ke E?

Dua homeomorfisma dari S2 ke E? dapat dibina melalui struktur permukaan Riemann bagi
52 dan E?%. Dalam makalah ini, kita hanya paparkan pembinaan salah satu homeomorfisma
dari S? ke E2.

Teorem 6 S? = F2,
Bukti. Pertimbangkan ruang topologi

52:{(x,y,z)eRB:x2+y2+z2:1},
U =8"-{0,0,1)}, C;,=C

dengan set terbuka U pada S? adalah dalam bentuk U = 6 N.S? dengan 6 ialah set terbuka
dalam R3 serta fungsi yakni

T 41y

1—=2

untuk (z,y,z) € Uy dengan ~; ialah suatu homeomorfisma dari U; ke subset terbuka C
pada C [2,3]. Pertimbangkan juga ruang topologi

il ('rvya Z) =

2
E2:{(x,y,z)€R3::v2+y2+%=1}

Ey=E*>-{(0,0,2)}, D;=C

dengan set terbuka V pada E? adalah dalam bentuk V = #N E? dengan @ ialah set terbuka
dalam R? serta fungsi yakni,
T + 1y

-3

(051 ((E,y,Z) =

untuk (x,y,z) € E; dengan «; ialah suatu homeomorfisma dari E; ke subset terbuka D,
pada C. Pembinaan homeomorfisma dari S? ke E? dirangka khas supaya dibahagikan kepada
tiga peringkat, iaitu pembinaan homeomorfisma dari C; ke D;, pembinaan homeomorfisma
dari U; ke E; dan pembinaan homeomorfisma dari S2 ke E?. Sekarang kita akan binakan
homeomorfisma dari S? ke E? melalui struktur permukaan Riemann bagi S? dan E2.

Bukti: Homeomorfisma Dari C; Ke D,

Dalam seksyen ini, kita akan binakan suatu homeomorfisma f; : C1 — D (lihat Ra-
jah 6). Pertama sekali, kita akan takrifkan f; : C1 — D;.

Pertimbangkan set-set

Up = {(z,y,2) ER®* :2® + y* + 2° = 1 dan z # 1},

2
El—{(xvyaz)€R31I2+y2+%—1dan25£2},

Clz{(;[;/’y/)ERQ;(E/: Z7y/: 32771(557972):(w/ay/)v(%yaz)EUl}a

DIZ{(x/7yI)ER2:$I: :Ez7yI: g 7al(x7yuz):(x/7yl)v($7y72)€El}
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S

J?ﬁ o l

e 4» D,

Rajah 6: Pemetaan dari € ke D,

serta dua fungsi yakni,

T+ 1y

T+
Vl(xvyaz): 1 j,V(CC,y,Z)EUl dan Oél(ZC,y,Z): 1 zvv('rvyaz)eEl'
- T2
Ambil sebarang (2',y’) € C1 , maka 2’ = %= dan 3’ = £ serta v, ( z,y,z) = (2',y)
untuk suatu (z,y, z) € Uy . Kita akan petakan (:1: y') € 01 ke suatu («’,y') € Dy dengan
x = —z dan Yy = —= serta o (2,9, 2) = («',y") untuk suatu (z,y,z) € Fy . Secara
T2 T2
umumnya, = 1% , untuk suatu (z,y, 2) 7 dengan 11 Z .,
2 2
iaitu 1% x 11:2 = 17% untuk suatu (z,y,z) € Uy dan £ — 11’% untuk suatu (z,y,z) €
U1 melalui pendaraban %= dengan 11 %z, daitu £ x 11 z = - Y~ untuk suatu (x,y,z2) €
2 2 2

U, . Katakah (a,b) = (1%, 1%) untuk suatu (z,y,z) € Uy . Oleh sebab a; adalah
-2 173

bijeksi, maka wujud satu dan hanya satu (x,y, z) € E; sehingga aq (x,y, z) = (a,b) . Jadi,
(a,b) € Dy . Oleh itu, kita mentakrifkan f; : C; — D; seperti berikut,

fil@,y) =% (,y) ,V(2',y") € Cy dengan suatu z yang sepadan
-3

serta memenuhl ?+y?+22=1danz#1.

Sekarang, kita akan buktikan bahawa f; adalah bijeksi. Ambil a € f1 (C1) , maka

a = fi(@,y) untuk suatu (z’,y’) € Cq
1-
= 1 g ( z’l—z)’ untuk suatu (z,y, z) € Uy
_ < Ty
-2 1-:2
= o (z,y,2) € Dy, untuk suatu (z,y, z) € E; kerana oy adalah bijeksi

Jadi, f1 (C1) C Dy. Untuk akasnya, ambil b € Dy, maka
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b = (2,9, untuk suatu (2’,y’) € Dy
= ( L, yz) ) untuk suatu (x,y, 2) € By
1—5 1—§
= a1 (z,y,2), untuk suatu (z,y,2) € E;
= < untuk suatu (z,y, z) € Uy kerana oy adalah bijeksi
1

_.
NE]
—_
I e
(RS
ﬁ\-/

33
N——

3
= 1:% (lfz’ -
= fi@y)e fi(Ch).

Jadi, D1 C f1 (Cy). Justeru itu, fi (C1) = D; . Lantas f; adalah surjeksi.
Sekarang, kita akan gunakan teknik pembuktian yang sama seperti yang ambil dalam
[2, 3] untuk membuktikan bahawa f; adalah injeksi. Katakanlah bahawa f; = f; dan

_ (12* x/*, 1721 y/*> _ lfzi (:c’*,y’*) _ fl* (:E'*,y’*)

untuk (2,9, (z™*,y*) € C; dengan z dan 2* yang sepadan serta memenuhi 22 +y%+2% = 1
dan z # 1. Dengan menggunakan Teorem 2.6 dalam [3], maka

0 [ 1=z 1é) 1—2z .1 1—2
J(fl) = = 0 1—z =
12} 1—z y/ 0 1—z y/ 1_Z
ox’ _Zz oy’ _Zz 2
z 1 3 Y 1 3
(7)
o) 1—2* 7% o) 1—2" 1 1—2*
ox'* 1_£$ oy’* 1_£$ % 0
J(ff) = 2 2 _ 1-5
1) = = 0 e
o) 1—2" 1 [é) 1—2* 7% 175
Ox’* =Y dy’* =Y 2
173 173

Dari komponen-komponen matriks Jakobian di atas, bolehlah dirumuskan bahawa

1—=2 1_Z*¢ ,
= = z=z
1-3 1—2
Oleh itu,
1-— 1—2* 1-— 1—2*
“r= ¥ = ae=2 dan jy* Yy =y=y
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Jika itulah keadaannya maka kita dapati bahawa f; adalah injeksi.

Seterusnya, dengan menggantikan «q, Fq, D1 dan set terbuka A dalam pembuktian a;
terbuka (lihat Seksyen 2) dengan fi, C1, Dy dan set terbuka F masing-masing, kita juga
dapat buktikan bahawa f; terbuka. Seterusnya, kita akan buktikan bahawa f; selanjar.
Dengan menggantikan «y, E1, D; dan set terbuka B dalam pembuktian o' (B) terbuka
dalam FE; untuk setiap set terbuka B pada D; (lihat Seksyen 2) dengan f1, Cy, Dy dan set
terbuka F' masing-masing, kita dapat buktikan bahawa f; ! (F) terbuka dalam C; untuk
setiap set terbuka F' pada D;. Lantas f; selanjar. Oleh kerana f; adalah bijeksi, terbuka
dan selanjar, menggunakan Korolari 1 ia adalah suatu homeomorfisma.

Bukti: Homeomorfisma Dari U; Ke Fy
Dalam seksyen ini, kita akan binakan suatu homeomorfisma dari U; ke E; (lihat Ra-

jah 7).
@ ar o lfi on)
l?’l _IT
&
X A
i E— =)
Rajah 7: Pemetaan dari I/} ke E,
Pertimbangkan
T + 1y
’71:U1_>019’71(‘T7y72):ﬁ ,V(l',y,Z)EUl,
1-=2

f1201—>D19f1 (xluy/): (xluy/) ,V (xlvyl)ecl

-3

dengan suatu z yang sepadan serta memenuhi 22 + y2 + 22 = 1 dan z # 1, dan
oDy — By 3ot (2,y)
2
2 oy 2(I6@ 1P -1)

= ) - ) 7v ('r/’y/)eDl'
@y 1+ 17 @y + 17 Iy + 1

Ahmad [2, 3] telah buktikan bahawa v, : U3y — C} ialah suatu homeomorfisma. Kita
telah buktikan bahawa f; : C; — D; dan afl : D1 — FE; masing-masing ialah suatu home-
omorfisma. Dengan menggunakan Teorem 5, f; oy, : Uy — C ialah suatu homeomorfisma
dan seterusnya afl o(f107): Uy — E; juga ialah suatu homeomorfisma.
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Bukti: Homeomorfisma Dari S, Ke E5

Dalam seksyen ini, dipaparkan pembinaan homeomorfisma dari S? ke E? menerusi struk-
tur permukaan Riemann bagi S? dan E? (lihat Rajah 8).

Ahmad [2, 3] telah buktikan bahawa v; : Uy — Cy dengan C7 = C ialah suatu home-
omorfisma. Kita telah buktikan bahawa f; : C; — D; dan afl : D; — FE; dengan
D; = C masing-masing ialah suatu homeomorfisma. Hujah bagi pemetaan dari E? ke
C U oo mengekalkan homeomorfisma a; adalah sama dengan hujah yang telah digunakan
oleh Rao dan Stetkaer [10] bagi pemetaan dari S? ke C' U co. Hujah yang sama boleh di-
gunakan untuk homeomorfisma f;. Dengan menggunakan Teorem 5, pemetaan dari C'U oo
ke E? juga merupakan suatu homeomorfisma. Pemetaan-pemetaan ini dipaparkan secara
terperinci dalam Rajah 9.

Secara formal, _

.. a2 . _f m(zy,z) =2 untuk (z,y,2) € Uy

s —)CUOOB%(x’y’Z)_{ 00 ' untuk (x,y,z) = (0,0,1),

fi:CUoo—-CUo0>
untuk (z’,y’) € C' dengan suatu z

£ y) = i@,y = 11:2 (', y") yang sepadan serta memenuhi
LA 2 22 +y?+22=1danz#1
00 untuk (z,y’") = oo
dan
oy iCUoco— E23a7" (2,y) ( )
) , ()
1 A A 2 2y ’oa
o @) = TP e P e P untuk (2',y) € €
(0,0,2) untuk (2,y’) = 0.

Oleh sebab v; : S? — CUoo, f; : CUoco — CUoo dan ozfl* : CUoco — E? masing-masing
ialah suatu homeomorfisma, menggunakan Teorem 5, f; o v; : S? — (' U oo ialah suatu
homeomorfisma dan seterusnya afl* o(fy o) : S? — E? juga ialah suatu homeomorfisma.
Hasil pembuktian seksyen ini dirumuskan dalam Rajah 10.

4 Penutup

Makalah ini memaparkan pembinaan homeomorfisma dari S? ke E? melalui struktur per-
mukaan Riemann bagi S? dan E?. Hasil dari kajian ini amatlah penting bagi aplikasi dalam
pemprosesan imej dan khususnya isyarat Magnetoencephalography (MEG) bagi otak manu-
sia.
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®

IR

It

Rajah 8: 7}, homeomorfisma ke E,

(7 eri)
@ » (7

9’1 -1*

Rajah 9: Pemetaan Dari S?Ke E*

K

all

Q
C
3
In

:\CuOo

\\ ./ - ./

Rajah 10: § ? homeomorfismake E°
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