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Abstrak Penyelesaian persamaan resapan kompleks berpotensi kuadratik terit-
lak kompleks diperoleh menerusi kaedah mekanik analisis. Penyelesaian kamiran
nyata itu didapati sesuai dengan gagasan kamiran lintasan Feynman.

Katakunci Persamaan resapan kompleks, kamiran lintasan Feynman, potensi
kuadratik teritlak kompleks, penyelesaian kamiran nyata, fungsi Green.

Abstract We obtain solution of a complex diffusion equation with generalised
complex quadratic potential, via method of analytical mechanics. The real in-
tegral solution conforms to the idea of the Feynman path integral.

Keywords Complex diffusion equation, Feynman path integral, generalised
complex quadratic potential, real integral solution, Green function.

1 Pengenalan

Makalah ini menganjurkan penyelesaian tepat berkamiran nyata berbentuk kamiran Feyn-
man (rujuk Feynman [2,3]) dalam ruang Euklidan N™, bagi persamaan resapan kompleks

Ri(g,t) = aAR(q,t) — BV(q)R(q,t), R(q,0) = ¢(q) (1.0)
berpotensi kuadratik teritlak kompleks

1
Vie)=54"2q+L-q+P
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Lambang g mewakili vektor kedudukan titik pada N™ dengan koordinat
(g), j=1,23,---,na#0, §#0, adan € X nombor kompleks

Subskrip menandakan terbitan separa dan A melambangi Laplacean. Simbol L menan-
dakan suatu vektor, P adalah pemalar kompleks manakala (1/2)gT Qg berupa suatu ben-
tuk kuadratik dengan  adalah matriks simetri nyata bersaiz n. (Lihat Finkbeiner [4] dan
Prasolov [8], untuk teori terperinci berkaitan konsep bentuk kuadratik itu dan Goldstein
[5], bagi penggunaan perwakilan potensi ini bagi masalah sistem dengan darjah kebebasan
n. Adalah menjadi kelaziman untuk menyekutukan bentuk kuadratik itu kepada matriks
simetri 2 sahaja oleh sebab bahagian simetri pencongnya K tiada sumbangan, g Kq = 0.)
Pertimbangan suatu bentuk Hermitean dengan () Hermitean dibincangkan dalam Zainal
[12].

Berasaskan kepada kaedah umum mekanik analisis yang dilaksanakan terhadap masalah
yang sama bagi kasus potensi afin kompleks dalam Zainal [12], maka makalah ini menge-
mukakan keputusan penting yang bersangkutan bagi potensi kuadratik teritlak kompleks.
Kasus matra satu pun dilaporkan dalam Shaharir & Zainal [10,11].

2 Keputusan

Lema berikut digunakan dalam keputusan utama makalah ini.

Lema 1 Jika suatu sistem dinamik dapat diwakili oleh Lagrangean

m.o

L(3(s),v(s) = 577(s) = V(n(s))

~v(0) = qo,7(t) = q, dengan v sebagai lintasan yang dilalui zarah berjisim m tersebut yang
dipengaruhi potensi V yang boleh pisah iaitu V(v) = 31, Vi(v"), maka secara komponen

Ov(s) . [ _dr j[_dr
o =10 |, e |, wor 20
v (s) _ (s S dr ¥ todr

5= |, e/ 00 |, o 2y

Bukti

Keputusan di atas diperlihatkan bagi kasus matra satu dan selanjutnya keputusan untuk
matra-n diperolehi dengan memperluaskan keputusan dalam matra satu ini secara kompo-
nen demi komponen. Daripada persamaan tenaga

m

T((5),79(s)) = 34%(5) +V(3), T = ZH20) + V() a0 =(0),  (22)

dengan T adalah fungsi tenaga dan
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atau
/q dz
9 ((Q/m)(T — V(z)))

73 ) =4 (2:3)

Jika diambil terbitan (2.3) terhadap ¢ dan ¢, maka masing-masingnya menghasilkan hubun-
gan, iaitu

d 1 1 2a67T,
10 12 37292 =0,
d' BT V@I Jy, s - V)] o
T, [* ds '
1/4(t) — =2 [ 22—y,
i -2 [
dan
d /‘1 —20T;
— dz =1,
dt = Jg, [4aB(T =V (2))]3/2
. (2.5)
Lo[fds
m Jo *(s) ’
Jika dipertimbangkan (2.3) dalam bentuk
v(s) dz
§ :/ 12
w  (2/m)(T-V(2)))
maka terbitan di atas sebaliknya menghasilkan hubungan
* o dr
s) = (T,/m)¥(s / - 2.6
Ya(s) = (Ty/m)(s) 20 (2.6)
()= @ /mts) [ = 1)
L e |
Jelas daripada (2.4) dan (2.6), diperolehi hubungan
S odr /t dr
o) =36 [ 5= /30 [ s (28)
dan juga daripada (2.5) dan (2.7), diperoleh
5odr /t dr
o) =36) [ =/ | 5 29)

Dalam kasus matra—n persamaan tenaga (2.2) dapat ditulis semula sebagai

dengan
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Seterusnya diulang hujah (2.3) hingga (2.7) untuk mendapat Lema 1.0

Sistem dinamik dengan potensi afin kompleks dan kuardratik kompleks adalah sistem
terkenal yang memenuhi pernyataan Lema 1 di atas. Hubungan berikut (dalam matra—n)
adalah kesimpulan penting yang terjelma daripada Lema 1 itu :

N M) _ _ _
A. 5 = —4(t), ot |, 0, V-v(s) e n, V-7(s) T 0 (2.10)

B. Daripada (2.4) dan (2.5), didapati

s=t

VT -4(t) = —nTy, V4, =kecer. terhadap ¢,
dan seterusnya daripada (2.2), diperoleh persamaan terbitan berikut

D — (95030 + ~,7) (2.11)

dengan V,- = kecap. terhadap q.

Seterusnya dikemukakan keputusan utama subseksyen ini.

Teorem 1 (kasus potensi kuadratik teritlak kompleks menerusi kaedah mekanik analisis)

(1) Fungsi Green bagi persamaan resapan kompleks (1.0) ialah

Gla-t500,0) = ey (6 / L@(sm(s))ds) (2.12)

M2

L(3(s),7(s) = 577(s) = V(r(s)) = V(n(s)), Vi) = %qTQq +L-q+ P,

m = —(1/2)af jisim zarah yang dipengaruhi V' potensi kuadratik teritlak kompleks dengan
Q suatu matriks simetri nyata, L vektor, P skalar kompleks, v mewakili lintasan klasik
yang memenuhi persamaan Euler-Lagrange

d
75 (Vi) = VoL =0, 1(0)=q0. 7(t) =g
manakala
A sin[v/Qt "2
IV VA
af € N dengan af < 0;atau t > 0 bagi af > 0
9(t) = { dan tminim = minim T bagi af € K}, dan

N

matriks (a((vV/Q) " tan[VQt])) simetri tentu positif;
juga (VQ)? =0,
(4rat)™/?; Q=0,¢t>0, Nyla) > 0.
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(2) Lebih jelas lagi fungsi Green ini ialah

n/2
<|7\/§|> eksp [;—; ((X + V)T (VQtan VU)X +Y)

4rrer| sin[v/ Q]|
— X T (VU sin VU] + tan~ [mt]))y)
_ %[LT(\/ﬁ)—lL - p]] (2.13a)
Q#£0, (V2L X =g+ (V'L
) Y =q,+(VQ) 'L
n/2 a 242
(ﬁ) kwht(q —q)* + %(q+qo)-L+ﬁlL2t
+BPt]; Q=0 (2.13b)

G(qv ta qu O) =

dengan syarat ke atas o, B dan t yang tersebut dalam 1 di atas.

(8) Penyelesaian persamaan resapan teritlak dalam sebutan “lintasan klasik” yang me-
nampakkan proses stokastik yang melapikinya ialah

() L[5 o ) o
kosil[\/ﬁt]X”

eksp {5 JEV(y(s))ds + B(X, Y t)} é(0)day. (2.14q)
Q#£0, (\/_) = Q, X(t) = 4n(tan[vVQt])?(VQtan[vVQt]
+ (VQ)%t) 1, (a(\/ﬁ)_ltan[\/ﬁt]) matriks simetri

semitentu positif dengan t € (0, tminim),

tinim = Minim T bagi aff € N dengan aff < 0;

J \/ /\j
R(q,t) = atau t > 0 bagi o > 0{ dan tminim = minim

ML\/T bagi off € K}, dan E(X,Y 1) =
— L(XT(VQ tan]VOH]) X + YT (VQ)2)+

Lin (2 tan[v/)kos~ [/ (tan[v/S2] + \/ﬁt)*l)

(ﬁ)n/z /_Z eksp [4 : (g0 — q) ] eksp [ﬁ/otV(v(S))dS - %]

¢(ao) dqq (2.14b)
2=0,t>0, aBL € N", Nyla) >0

atau versi lainnya,
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(W)W[O eksp{%l( — kos VO] X ) AL (Y-

’1[\/_t]X)}
chsp |20 / s + 5F (a0, )| olan)day. (2150
Q#0, (V)2 =0, A(t) = ”(tan[mtbwﬁ)*),

a(\/ﬁ)’ltan[\/ﬁt] matriks simetri semitentu

positif dengan t € (0, tminim), tminim = minim.

<L> bagi af € N dengan aff < 0; atau t > 0 bagi

VA

af > 0{ dan tminim = mzzwm <khL\/E> bagi af € K}
dan F(qy,t) = %V(qo)t + %ln (%(\/ﬁ)_ltan[\/ﬁt]
)

(ﬁy | e [ g (a- aﬂm}“‘]

eksp {25/ V(y(s))ds + fﬁV(‘Io)] ?(q0)dq,

Q=0,¢t>0, oL € N", Ny(a) >0 (2.15b)

dengan I matriks identiti.

Bukti (1)
G dalam Teorem 1 di atas memenuhi persamaan resapan kompleks (1.0) mengimp-
likasikan
9(t) 1, 1. =t 1, s=t)”
N T t) — —A . _ .
(t) 10! ®) 22" M2 a TV s=0
1 s=t
+ 2V (7 V-~ ) , 'V, kecap. terhadap q, (2.16)
s=0

apabila v memenuhi persamaan Euler-Lagrange bagi £ dalam hipotesis Teorem 1 itu.
Seterusnya daripada Lema 1 dengan (2.0) dan (2.1) yang membuahkan syarat (sama ada
mengira bulat-bulat v ataupun menggunakan persamaan tenaga (2.2)) berupa hubungan-
hubungan (2.10).
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Persamaan (2.16) dan (2.10) memberikan

%D’lD(t), Q#£0, (VQ)?2=0

D=(t) = sin~'[/Qt], iaitu

dengan ¢ € (0, tminim); tminim = minim

Q .
@ _ lv ) = <\/—)\—;> bagi a8 € N dengan af < 0;
o(t) 2 atau t > 0 bagi o8 > 0{ dan
trinim = mi?im. ﬁ) bagi aff € K}
(2.17)

1

— Q=0,t>0.

2t’ e

Persamaan di bahagian akhir (2.17) diperolehi dengan menghisab #(t) daripada lintasan
klasik sistem ini dengan bulat-bulatnya atau dengan menyelesaikan persamaan terbitan
untuk h = 4(¢) yang memenuhi persamaan

nh; = —h V-h+2a6(Qq + L) (2.18)

Yang boleh diterbitkan menerusi ungkapan tenaga (2.2). Persamaan (2.17) atau (2.18)
memberikan ungkapan ¥ setelah pemalarnya ditentukan dan apabila disyaratkan supaya G
pada ¢t = 0 semestinya fungsi delta 6(g — gq,) yang juga memberikan syarat-syarat seperti
dalam Teorem 1.

Bukti (2)

Ungkapan G dalam sebutan g, q,,t secara bulat-bulat dalam Teorem 1 boleh didapati
dengan menghitung G dalam sebutan Lagrangean itu dengan menggunakan lintasan klasik
sistem 7 yang dipertimbangkan ini, malah seseorang boleh mendapatkan

((X + V)" VQtan V] (X + V) — 2X7VQ(sin~ (V] +
tan V)Y ) + £ (X +¥)7 (Vasin™ V) (X +Y)-

/ ! 52(s)ds — 2X 7 (kos[v/ U] + 1)(msin—l[mt])2y) jika © #£0,
0 (VA2 =Q X = q+ (V) 'L, Y = gy + (V) 'L, (2.190)

t (U2 —(t/m)U - L+ (1/3) (Lt/m)2) , jika Q =0, dan
tU = (q —qy+ (1/2m)L). (2.190)

(Y - kos’l[\/ﬁt]X)T o) (Y - kos*l[\/ﬁt]x) +
%XT\/ﬁtan[Qt]X + %YT(\/E)QY + % (Y - kos*l[\/ﬁt]X)T

1
2

1
2

= (VA tan~'[v/2))2 (Y - kos_l[\/ﬁt]X) ,
Q#0, (VQ)?2=Q (2.20a)

(qo _ q)Z L2t3
—— o =0 (2.200)
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=1 (X + V) tan V(X + Y) — 2X 7T (sin~ [V
+tan’1[\/ﬁt])Y) +1 ((X + )7 (sin" ' [V])2VAX 4+ Y)
/Ot V(y(s)ds = —2X " (kos[v/&] 4 1) (sin—l[mt])2my)

—AL"(VQ)TIL+ P,Q#£0, (VQ)?=Q. (2.21a)
t(go+q)-L L*¢ _
5 + g+ P Q=0 (2.21b)

Persamaan (2.19)-(2.21) dan (2.12) memberikan G dalam (2.13) (dengan pilihan pemalar
kamiran itu supaya G(t = 0) = §(q — qp))-

Bukti (3)

Penyelesaian dalam sebutan lintasan klasik diperoleh dengan mengira bahagian tenaga
kinetik daripada ungkapan G, iaitu

t
eksp {B_m/ "yzds]
2 Jo

daripada persamaan (2.19)-(2.20). Versi lain diperoleh menerusi hubungan

m, m.,

Z2(5) = V(1(s)) = T5%(0) + V(g0) = 2V (7(s))
dan 4(0) boleh dihisab terus daripada lintasan klasik atau daripada penyelesaian u = 4(0)
kepada persamaan yang diterbitkan daripada ungkapan tenaga (2.2) :

nus =uV-u—2a8(Qq,+ L), V,kecap. terhadap g,.0

Jelas daripada Teorem 1, fungsi Green (seperti bentuk (2.14a)) tidak tertakrif apabila
t bersamaan dengan punca persamaan fungsi matriks sin[\/ﬁt] = 0, khususnya yang ter-
jadi apabila nilai eigen 2 berupa nombor nyata sebagaimana terjadi buat kasus persamaan
Schrédinger. Dalam kasus ini, fungsi Green tidak tertakrif pada pilihan ¢ bersamaan dengan
punca persamaan sin[v/Qt] = 0. Teorem berikut memberikan fungsi Green yang menjadi pe-
lengkap kepada fungsi Green dalam Teorem 1, iaitu disediakan G yang tertakrif pada pilihan
t sehinggakan fungsi matriks sin[\/ﬁt] = 0, yang tentunya benar untuk kasus persamaan
Schrédinger.

Teorem 2 (pelengkap fungsi Green (2.13))

G(q,t; g, o) = %kp (6 / L(W(SM(S)MS) st T=t—t

ialah fungsi Green bagi persamaan resapan kompleks (1.0) dengan syarat awal R(qq,to) =
o(ay), manakala L dan ~ seperti dalam Teorem 1, tetapi dengan syarat sempadan lintasan
klasik

v(to) = g0, (t) =q,
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dan
2rfsinfva) | "
—27|sin
—— , Q40 (V)2 =9, 7€ (0, timinim),
( Bm|va )
T
tminim = minim | ——=— | bagi af € N
9(r) = ! <2v Aa‘)

dengan af < 0; atau t > 0 bagi o > 0

) bagi a8 € K}

{dan tminim = minim (
j

™
Ny

(4a7)n/2, Q=0,7>0

Dalam sebutan q, qq, T secara terang-terangnya, dengan

7 € (0, trminim)s tminim. = minim. (W/(Z\/E))
J

bagi aff € N dengan o < 0; atau 7 > 0 bagi a8 > 0 {dan tminim = minim.(w/Qkh,/)\j)
J

bagi aff € K},

G(q,t: qg, to) =

Bukti

2| sin[v/ Q]| 2
—2X T/ Q(sin= ' [VQr] + tan‘l[\/ﬁT])Y) -
prisL" (V) L~ P]|.
Q#0, (VQ?2=0Q (2.22a)
X =q+ (\/ﬁ)flLvY =qy+ (\/ﬁ)flL, matriks
(a(\/ﬁ)_ltan[\/ﬁﬂ) simetri semitentu positif;

—gmval \"* pm
< ) eksp [— ((X + Y)'VQtan ' [VQr)(X +Y)

n/2 o -
< 1 ) eksp{—l(QO—q)Q-l-ﬂ (@+qo) - L

drar dat 2

falir? | 5PT] : (2.22)

+ 12
Q2=0, 7>0, afL € N™, Ny(a) > 0.

Serupa dengan pembuktian Teorem 1.[]
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3 Ulasan

) Secara terang-terang, fungsi Green (2.13a) boleh ditulis sebagai

VoL " eksp[ ((X + V)7 Qtan~ V(X + Y)—
4ar|sinh[v/Qt]|
2X 7 /Q(sin~ ' [v/] + tan~! [mt])y) -

BLLT (V) LL - P]} , matriks
(a(vO) Han[v]) = 0, Q£ 0, (VO)* =

dengan t € (0, timinim); tminim = mi?im( \/_)

Q,

Sanao -] D@ eNdmmaigo G
an tminim = minim agi a , atau
SN/ v
Vi " eksp{ ((X + V)7 /pltanh~ [\/ult](X + Y)
4arr|sinhl[/pt]| 4o

— 92X 7 \/ul (sinh~ ' [/uTt] + tanh~ ! [/aT1] )Y) -

%[LT(\/;LI)AL - P]], bagi @ = —ul, dengan

matriks (a(\/ﬁ)_ltanh[\/ﬁt])) >0, peN

(3.0b)

dan t > 0 bagi a5 > 0.

untuk kasus Q #0, X =q+ (VQ) 'L, Y =q, + (VQ)"'L.
Bagi kasus Q = —ul, u € N, (kasus resapan klasik teritlak) penyelesaian persamaan

resapan kompleks (2.14a) diberikan oleh

1<>|)n/2/ooeksp[%(" kosh™' [/l X ) 57!

Rla.t) = (27T|E
(Y kosh ™! [y/ult] )}eksp[ /
pl # 0, X(t) = da(tanh[/plt)? (Vupltanh[y/ult] + (Vpl)?t) 1

(
matriks (oz(\/,ul)’ltanh[\/ult] >0, t >0 bagi a8 > 0, dan

1
E(X,Y,t) = @(XT\/uItanh[\/uIt]X +tYTury)

%111(2 tanh[/plt)kosh ™t [/l t] (tanh[\/plt] + \/ﬂt)’l)

)ds + E(X,Y t)] ¢(go)dqq,
(3.1)

Ungkapan (3.1) menyerupai bentuk kamiran lintasan Feynman (lihat Feynman [3]), cuma
berbeza daripada segi domain kamiran sahaja. Sementara itu, persamaan (3.1) juga boleh

ditulis semula sebagai rumus Feynman-Kac atau kamiran Weiner (lihat Nagasawa [7] )
i/h, khayal tulen, dalam fungsi Green (3.0a),

Jika dipertimbangkan a = ih/(2m) dan § =
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maka diperoleh fungsi Green bagi kasus persamaan Schriodinger (teritlak). Melalui penye-
lesaian (2.14a) dengan pertimbangan yang dinyatakan diperoleh penyelesaian persamaan
Schrodinger (teritlak) yang menyerupai bentuk kamiran lintasan Feynman.

b) Secara formalnya, kita masih boleh mengungkapkan keputusan (2.14) itu sebagai

I N kos—1 (Ve x,20)) (eksp {5 Jo V(W(S))ds} E(, X, t)¢(')))7
R(g,t) = Q#0, (VO)?2=9, (2.23a)

Intaz) (eksp [5 I V(W(S))dS}lE(t)cﬁ(-)) =0, (2.23b)

yang masing-masing merupakan jangkaan formal terhadap ‘taburan multinormal kompleks’
(lihat Kingman & Taylor [6], Shaharir [9], Andersen et al [1]), N[kos™'[vQt]] X, (t)]
dan N|g,20t], dengan min bersamaan dengan kos™'[v/Q#] X dan g, dan matriks varians-
kovarians X(t) bersamaan dengan matriks

4a(VQ) 7 (tan[vVQt))? (tan[VQt] + V)t dan 20T

masing-masingnya.

Secara formal juga, kedua-dua ungkapan (2.23a,b) sejajar dengan perspektif Nagasawa
[7], dan sayugianya membayangkan adanya proses stokastik yang melapiki resapan kom-
pleks (1.0) berpotensi kuadratik teritlak kompleks itu, walaupun kami belum dapat menge-
cam secara terperinci bentuk proses stokastik itu. Khususnya, bagi kasus resapan klasik
teritlak didapati resapan dilapiki oleh proses Wiener tidak piawai. Manakala kasus per-
samaan Schrodinger (teritlak), tidak formalnya keputusan kami membayangkan adanya
‘proses stokastik Schrodinger’ yang melandasi resapan kompleks itu. Kami berharap da-
pat memperincikan lagi hal-hal ini dalam penerbitan-penerbitan kami seterusnya. Walau
apapun hasil (2.15)-(2.16) itu adalah realisasi penyelesaian kamiran Feynman yang tepat
dalam sebutan kamiran nyata (bukan kamiran fungsian) berlintasan klasik bagi persamaan
resapan kompleks (1.0) berpotensi kuadratik teritlak kompleks, yang berupa suatu penya-
tuan penyelesaian yang baru.

c¢) Keputusan-keputusan di atas bagi kasus potensi afin kompleks dan kuadratik teritlak
kompleks mengesyorkan betapa fungsi Green dalam sebutan Lagrangean ialah Lagrangean

yang ada sebutan o tegasnya
s

61a:1500:0) = ebop3 [ (£065:2(6):5(6) + A F(s.7(6),3(60) ) s,

dengan

n/
F(t) = %m(m) .

Q 07 \/ﬁ 2= Qut S Oatminim P tminim = minim z
# 0, (VO) ( ) nim (-
atau t > 0 bagi o8 > 0 { dan tminim = minim(

T
J kh\/)\_j

F(t) = —gln (4mat)

) bagi af € N dengan af < 0;

) bagi a8 € K}, untuk potensi

kuadratik; dan
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Q=0,t>0, afL € N™, bagi potensi afin kompleks. Keputusan ini akan dihalusi lagi
dalam penerbitan lain.
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