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Fungsi a—Cembung Secara Logaritma
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Abstrak Untuk o > 0 ,andaikan M sebagai kelas bagi fungsi ternormal cem-
bung secara logaritma pada cakera unit D dan diberi oleh

(-5 () -

dan f(2)'7f/(2)® # 0 .Untuk f € M dan diberi oleh

Ny

f(z) = 24 a92® + a3 2> + ..,

batasan atas terbaik diperolehi bagi fungsian Fekete-Szegd |az — pa3| apabila u
nyata.

Katakunci Fungsi cembung, fungsi bak-bintang, fungsian Fekete-Szego, herotan.

Abstract Fora > 0, let M“ be the class of normalised analytic a-logarithmically
convex functions defined in the open unit disc by

() (7)o

and f(2)1=f(2)* # 0. For f € M® and given by

Re

f(z) = 24 a2® + a3 2> + ..,

sharp upper bounds are obtained for the Fekete-Szegd functional |az — pa3| when
1 is real.

Keywords Convex function, starlike function, Fekete-Szego functional, distor-
tion.
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1 Pengenalan

Andaikan f fungsi analisis ternormal
f(2) :z—i—Zanz” (1.1)
n=2

pada cakera unit D. Perhatian telah diberi dalam beberapa tahun ini kepada fungsi a-
cembung. Generalisasi bagi fungsi cembung dan bak bintang telah mula diperkenalkan oleh
Miller, Mocanu dan Reade [5] dan dinyatakan seperti berikut:

Takrif 1 Andaitkan o € R. Fungsi f analisis pada D dan diberi oleh (1.1) disebut sebagai
a-cembung jika, untuk z € D dan f(z)f'(z) #0,

e (1557 ) +0-0 (7)o

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai M.

Terdapat keunikan fungsi a-cembung ini iaitu untuk « € R, ianya membentuk suatu
subset bagi fungsi bak-bintang. Kebanyakan masalah ekstrema asas yang penting telah
diselesaikan untuk M, seperti Kulshrestha [3] memperolehi penganggaran yang terbaik
bagi pekali untuk fungsi dalam M, dan Miller [4] memperolehi teorem herotan. Masalah
Fekete-Szegd juga telah diselesaikan [7].

Sekarang diperkenalkan analog geometri bagi M, seperti berikut:

Takrif 2 Andaikan o > 0 . Fungsi f analisis pada D dan diberi oleh (1.1) disebut sebagai
a-cembung secara logaritma jika, untuk z € D dan f(2)1=%f(2)* # 0

(22 (22) o

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai M<.

Ny

Dengan adanya kuasa pada sebelah kiri (1.2), hasil dalam M menjadi kelas fungsi yang
agak rumit untuk diselesaikan jika dibandingkan dengan M,. Disebabkan kelas M® masih
belum diterokai, adalah menjadi anggapan bahawa batasan yang terbaik dalam M® agak
sukar diperolehi.

Di sini ditekankan kepada masalah pekali dan memperolehi beberapa batasan terbaik
bagi |az|, |as| dan fungsian Fekete-Szegs. Keputusan yang diperolehi dapat diperluaskan
ke kelas fungsi M () dan dinyatakan dalam penulisan ini.

Keputusan berikut diperlukan untuk pembuktian lanjutan dalam penulisan ini:

Lambangkan dengan P kelas fungsi-fungsi p(z) = 1+ p12 + p22% + ... yang analisis pada
D dan memenuhi

Ny p(z) >0

untuk z € D [2].
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Lema 1 ([1],/6]) Andaikan p € P. Maka

Ipn| < 2, (n>1),
dan ) )
P2 — 5?? <2- §|p1|2-

2 Keputusan
Teorem Fekete-Szegd dimulakan untuk p kompleks .

Teorem 1 Andaikan f € M® dan diberi oleh (1.1). Maka untuk p kompleks ,

13(1 4+ 3a) — 4u(1 + 2a)|
(1+a)?

1
lag — pal| < 1_i_ﬁmaks [1,

Bagi setiap 1 terdapat fungsi dalam M®, agar sedemikian kesamaan dipenuhi.

Bukti
Dari (1.2) boleh ditulis

(+55) () "o e

untuk z € D, p € P dengan p(z) = 1+ p12 + p22% + ... dan f diberi oleh (1.1).
Samakan pekali dalam (2.1) menghasilkan

p1 = (1 + O[)CLQ,
dan
2py = 4(1 4 2a)as — (24 Ta — a?)a3,
maka
e — P2 (@*—Ta—2)p}  ppi
ST T 901 2a) 41+ a)2(1+20)  (1+a)?
B 1 B p_% (34 9a — 4u(1 + 2a))p? (2.2)
- 2(1+20) 2 41+ a)2(1 + 2a) '

Oleh yang demikian (2.2) dan Lema 1, memberi

|a —MG2|< p _p_% |3+9a—4u(1+204)||p1|2
ST =90 20) [P 2 41+ a)2(1 + 2q)
< 1 - |p_%| I3+ 9a — 4pu(1 + 2a)||p1|?
~ 2(1+2a) 2 41 4+ a)2(1 + 2a)

1 Ip1%{I3 + 9 — 4u(1 + 2a)| — (1 + «)?}

(1+2a) 41+ a)2(1 + 2a)
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dengan |p1| < 2,

1 .
| . T3 20 jika k(o) < (14 a)?,
as — paz| < 1 3(1+3a) —4p(1 +2a)] .
1+ 20 (1+ )2  Jika w(0) 2 (1+ )%,

dan k(o) = |3(1 + 3a) — 4p(1 + 2a)|.
Kesamaan diperolehi untuk fungsi dalam M diberi oleh

() (F8) -1 o3
dan
() () - @

masing-masing. [

Perhatian

2
Dari (2.1) didapati bahawa |az| < T7a dan Teorem 1 memberi
«

|a3|§1+2a, jika a® —Ta —2 >0,
dan 3(1 4 30)
+ o« .. 2
lag| < 0T 02t 20) jika o = 7Ta—2 <0.

Ketaksamaan |as| adalah yang terbaik apabila f diberi oleh (2.4) dan ketaksamaan |ag|
adalah yang terbaik apabila f diberi oleh (2.3) dan (2.4) masing-masing.

Sekarang kita tumpukan kepada kes p nyata dan tunjukkan yang berikut:

Teorem 2 Andaikan f € M® dan diberi oleh (1.1). Maka untuk p nyata,

3(1+3a) —4p(l +2a) . 2+ Ta—a?
. jika p < F—e———,
(1+2a)(1+a)? 4(1+ 2a)
2+ Ta—a? 4+ 1la+a?
— ua?l < ik L S S e L
las = nasl < § 7555 TR 0t 2a) Mo 2q)
4p(l 4 20) —3(1 +3a) .. 44+ 1la+a?
, Jika p > —————
(14 2a)(1 + a)? 4(1+ 2a)

Untuk setiap u terdapat fungsi dalam M agar sedemikian kesamaan dipenuhi.

Bukti
Kita perhatikan dua kes:
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.. 3(1+ 3a)
Kes (i): u < 10 +20)

Dalam kes ini, (2.2) dan Lema 1 memberi

1 21 (34 9a —4u(l +2a 2
lag — pad] < ——— |pp — 22| 4 “§ DI
21+ 2a) 2 41+ )2(1 +2)
o1 N (24 Ta —a? — 4p(1 + 2a))|p1|?
Tt 2a 41+ a)2(1 + 20a) ’
dan dengan |p;| < 2 kita memperolehi
- 2
31+3a) —du(l+20) = 2HTa—o7
laz — pal| < (14+2a)(1+«a)? 4(1 + 2a)
PRl 1 e 2+ 7a—a? 3(1 + 3a)
ji

crm <o o
1+2a° 11+2a) — =41+ 20)

Kesamaan diperolehi dengan memilih p; = po = 2 dan p; = 0, p2 = 2 masing-masing
dalam (2.2).

. 3(14 3a)
Kes (ii):p > 105 20)

Menurut (2.2) dan Lema 1,

lag — pa3| <

1 | e +2a) = (34 90))|p:[?
2(1 + 2a) |72

2 41+ «)?(1 + 2a) ’
o1 N (4p(l+20) — (4+ 1la + a?))|p1)?
142« 41+ «)?(1 + 2a) ’
dan seperti juga kes (i),
1 .. 3(1+ 3a) 4+ 1la+a?
) jika < < p < ————,
0y — pa| < ] 1420 A(1 + 2a) A(1 + 2a)
37 HR2I= 0 4pu(1 4 20) — 3(1 4 3a) s At llata?
It+2a)(l+a)2 7 = a1 +20)
Tanya adalah yang terbaik dengan memilih p; = 0, p2 = 2 dan p1 = 2i, pos = —2

masing-masing dalam (2.2).
Maka Teorem 2 terbukti. [

Sekarang diperluaskan kelas M“ seperti berikut:
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Takrif 3 Andaikan o > 0 dan 0 < 8 < 1. Maka f analisis pada D dan diberi oleh
(1.1) disebut sebagai fungsi cembung secara logaritma peringkat (3, jika untuk z € D dan

fE)If(2)* #0,

My 7 ) \re

Kelas fungsi ini dilambangkan sebagai M“(3).

(1 + Zf”(z))a <Zf/(z)>1a] > 6. (2.5)

Teorem 3 Andaikan f € M(03). Maka untuk u kompleks ,

(3 +9a)(1 — B) + B(1 + ) — 4u(1 - B)(1 + 20|
(14 «a)?
Untuk setiap p terdapat fungsi dalam M®(3) agar sedemikian kesamaan dipenuhi.

1—
lag — paj| < H—famaké’ {1,

Oleh kerana teknik yang digunakan adalah serupa dalam pembuktian Teorem 2, pembuk-
tian lanjutan diserahkan kepada pembaca. Kesamaannya dipertahankan apabila f diberi
oleh

(1+ zf”(z))a (zf’(z))l_a _ 1422(1-2p)

. f'(2) f(z) 1—22
() )

masing-masing.

Teorem yang berkaitan untuk p nyata adalah seperti berikut:

Teorem 4 Andaikan f € M®(B). Maka untuk nyata pn dan A(p) = |ag — pa3|,

(1= B3 +30)(1 = ) + B0 + )?} — 4pu(l — B)*(1 4 20)
(14 2a)(1+ «)? ’

24 Ta—a?
ika p< 0
SR =T 2a)
1-p
1+ 2a’
Ap) < — a2 _ 2
jika 2+7a—a __3(1+30)(1 -8+ (1+p)(1+a)

i1+2a) -H= A(1 +2a)(1 - B) ’
Ap(l = ) (1 +2a) — (1 - A){3(1 + 3a)(1 = B) + B(1 + @)’}
(14 2a)(1+ «a)? ’
31+ 3a)(1 - B) + (14 B)(1 + a)?

41+ 2a)(1 = B)
Untuk setiap p terdapat fungsi dalam M®(8) agar sedemikian kesamaan dipenuhi.

Jika  p>
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Sekali lagi pembuktian ditinggalkan dan perhatikan kesamaan terjalin apabila f diberi
oleh

(1 N zf”(z))a <zf'(z)>1“ _ 1+2(1-2p)

7(2) f(2) 1=z
ey
juga

(- ) -

masing-masing.
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